序 言 

这部书的第一卷终于交印了，它既是急就章，又是拖沓篇.1958年匆匆上马，现想现 
写现印现讲，有时写稿不过三遍，仅仅经过起草、修改、眷正三道手续便拿去付印.有时候 
校对来不及，就不校对了，因而原讲义上错误百出，疵谬迭见，所以说这是急就章.如果 
能专心一志地连续地千下去，那还可能比较好些，但又经常为其它工作所打断，因而写一 

m 

段停一停，改一章放一放的情况又经常出现，所以说是拖沓篇.紧紧松松，赶赶拖拖.因 
nl 而详略不一，前后不贯，轻重失调，呼应不周等毛病在所难免的了. 

情况是如此，虽然经过同志们的帮助和修改重写，但还可能留下不少后遗症.这样的 
草率工作本来不该交印的，但不少同志热情鼓励，几经踌躇终于把它出版了，希望经过读 
者的帮助，人多、眼多、想法多，多提意见将来可以改写得更好瞾. 

这个课自姶至终是和王元同志合开的，他对原稿的形成与改写都提了不少意见，并且 
有不少章节都是出诸他的手笔.在共同教学中一些心得已经吸收入我们合著的“积分的 
近似计算” 一书中（科学出版社1961年初版)，1961年龚升、昊方等同志又用这讲义教了 
一遍，修改了不少.最后定稿又经过曾肯成、许以超、史济怀、邓诗涛、李燜生、刘碧梧等同 
志的细心校阅，提了不少意见.个别章节还获得了戴元本、陆汝钤、韩京清、周永佩、罗祥 
枉、曹传书、吴松林、江嘉禾、李培信、邵秀民、陈志华、石赫、殷慰萍等同志的帮助，有关这 
些我在这儿表示谢意.特别应该一提的是：在最后定稿的时候，获得了中山大学吴兹潜、 
林伟二同志的帮助，他们一字不苟地校阅推敲，使本书避免不少错误.这样的主动地来自 
其他院校的帮助只能归功于集体主义的优越性. 

在写作的过程中参考过熊庆来的“高等算学分析" (1934); 苏步青的“微分几何学 " 
0947); 赵访熊的“高等微积分” (1949); 孙光远、孙叔平的;:“微积分学” （1952); 陈建功 
的“实函数论” U 958 ); 杨宗磐的“数学分析入门 ”（1958); 樊映川等的“高等数学讲义》 
0958); 陈荩民的“高等数学教程《( 195 8);关肇直的“高等数学教程(第一卷 )”（1959); 
江泽坚的“数学分析” (I960); 北京大学、复旦大学、南京大学及高等数学教科书编审委员 
会的“高等数学 教程' 我在此致谢.其他作为参考的外文书籍不在此一列举了. 



在写作的过程中，曾经有过一些努力/企图能更好地体现党对教学改革的方针，但是 
由于自己的理论和业务水平，没有能够较好地做到，读者可能发现一些其它书上所没有的 
材料，也可能发现一些稍有不同的处理方法，但毕竟是太少了.在谈到这一点的时候，感 
到空虚，并且诚恐会错误百出.大家所公认的、辗转传抄的已经成熟的材料，错误还有吋 
难免，何况第一次写下来的东西，那更使人耽心了，但是还是斗胆地放进书里去，作为引玉 
之砖，作为试矢之的.特别是一些高的内容放低了，难的内容改易了，繁的内容化简了的 
部分更希望大家指正.但是我个人深信，只要每本书都有些章节改进，集腋成裘，我们教 

学改革会汇成巨流的，辛勤的点滴劳动，可能是大丰收的预兆. 

- ■ 

大学教书不是照本讲，因此本书也准备了一些可教可不教的材料，教师们可以灵活掌 
握，余下的材料可以作为学有余力的同学的课外读物.习题应当做，并且适当地要多做 
些.本书没有组织好习题，希望老师们自己设法组织.习题的目的首先是熟练和巩固学 
习了的 东西; 其二是初步启发大家会灵活运用，独立 思考; 其三是融会贯通，出些综合性的 
习题把不同部门的数学沟通起来. 

在教学过程中深得教学相长的益处，其中不少是由于同学所提意见的影响，我把所得 
到的一呰不成熟的看法写在下面供同志们参考.我讲书喜欢埋些伏笔，把有些重要概念、 
重要方法尽可能早地在具体问题中提出，并且不止一次地提出.目的在于将来进一步学 
习的时候会较易接受高深的方法，很可能某些高深方法就是早已有之的朴素简单的方法 
的抽象加工而已.（有些深化了些，有些并没有深化而仅仅是另一形式而已 .） 我也喜欢生 
书熟讲，熟书生温的方法，似乎是在温熟书，但把新东西讲进去了，这是因为一般讲来，生 
书比旧课，真正原则性的添加并不太多的原故.找另一条线索把旧东西重新贯穿起来，这 
样的温习方法容易发现我们究竟有哪些主要环节没有懂透.有时分讲合温，或合讲分温， 

先把一个机器的零件 一一 搞清，再看全局，或先看全部机器的作用和目的，再分析要造成 
这个机器需要哪些零件而把条件 一讲明. “数”与“形”的“分”和“合”，“抽象”与“具体" 
的“分”与“合”都是在反复又反复的过程中不断提高的.同学也要求讲讲“人家怎样想出 
来的”，因而在讲书吋也曾作过尝试，主观地推测一下，这很可能并不是原来的想法，但给 
出一条“这一步看下步并不难，连看几步就达到目的”的途径，作为同学们的参考 . 

以上一些肤浅的看法在讲课时都尝试过，但绝大部分写不下来，或者写下来就走了 
样，因此，同是一部书，可以多样讲，讲义作参考，结合同学的实际情况能灵活掌握才好. 
拉杂地写了这些意见，与其说是对教师讲的,还不如说是对同学(或自学的人)讲的. 



总之，由于水平的限制，虽然黾勉从事，但缺点一定不少，我诚挚地希望读者们多提意 
豇，更希望教师们多多指教. 

最后，特别需要提起 的是： 由于中国科学院数学研究所党组织的支持，才使我有机会 
讲授基础课和编写 讲义； 在编写过程中，自始至终得到了中国共产党中国科学技术大学 
委员会的鼓励、关怀与支持，还给予了具体的帮助，这是我衷心感激的.有了党的鼓励、关 
怀与支持，使我这几年来敢于按照自己的一些肤浅的设想来进行教学的尝试，使我这几年 
来有勇气把第一次写下来的东西放到课堂上去教，使我这几年来能把这项工作坚持下来. 
至于中国科技大学教务处、数学系与数学教研室的同事们，在我从事这项工作的时候， 一 
直给我方便与帮助，也在此表示感谢.对科学出版社的感谢，那就更应当在此一提了，他 
们花了大量的劳动 9 在制图、编辑加工、排版印刷、校对等方面都做了细致而深入的工作. 


华罗庚 

1962年6月11日 
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第一章实数与复数 


§ 1•有理数 


数起源于“数”，一个一个地数，因而出現了 

1 ， 2,3,4,5 ，*“， 

这叫做自然数. 

用自然数来数物件，看来簡单，但是却包含了一雙数学中經常用到的某本原則.例 
如， 一一 对应的槪念，先后次序的槪念等等.特別値得注意的是，这是数学中第一个用柚 
象符号来处理具体事物的例子.拿任何实物做标准(如手指,算珠），都有穷尽的可能，而 

• 修 

自 然数系却可以說明一切可以数得完的客观事物的件数. 

但是，如果眞的要創造出无穷个符号来表达自然数，那不仅不方便而且也不可能，这 

• * 

样就产生了計数法.这方法是用有限个数字来表达一切自然数.我們熟悉的是十进位的 
表达法，卽逢十进一的方法.左边的一算作右边一位的十，这样我們就有可能用 

0 ， 1 ， 2,3,4,5,6,7,8,9 

来表达一切自然 数了. 

人类大都是用+进位，可能是因为人有+个指头.幵始計数时是以指头做标准的. 
实貭上，符号用得最少的要算二进位，只要用0与1就可以表达出一切自然数来.二进位 
就是逢二进一.用二进位表示自然数貫，可以依次写成为 

1，10, 11，100, 101，110, 111，1000, •••• 

书写时二进位較长，例如，二进位的四位数字1000仅代表+进位的 8. —般餅•来，一个数 
字用二进位的位数是用+进位的位数的三倍以上(約 3.3 倍). 

这里我們只提一下自然数的两个基本的重要 性貭： 

1) 如果有一批自然数都不大于一个給定的自然数，那末其中一定有一个最大的.术 
語 :在有 上界的自然数集合中一定有一个最大的. 

2) “一个有上界的自然数集合不能和它的滇子集合建立起——对应的关系' 这句 
术語餅得似乎有些玄虛，实貭上就是》个物件不能和少于”个物件成立——对应的关系. 
这样簡单的結果为什么还値得一提呢？因为这是有限集合的基本性貭.任何一个非有限 

集合都有可能和它的子集合-对应.例如，自然数的集合便可以和偶自然数的集合建 

立起一一对 应来： 


n <—> 2n 9 

仅有 自然数，还远远不能滿足我們的需要.我們有时需要分，但分不息怎 么办？ 因而 



产生了分数土，称为有理数.丄就是6个人分 a 件东西，每个人应得的正确答案. 

b b 

小数只不过是有固定分母的分数的另一种表达形式，它的分母只允許是10, 10 2 , 
••等 等. 例如， 


0.314 =上 + 

10 



10 2 



4 

10 3 


因力分母是特殊的，所以我們幷不能把任何分数都表为有限小数.例如， 


——= 0.333* • * 

3 

就是一个无穷小数.但是我們知道，有理数的小数表达是有特殊形式的，就是所謂循环小 
数.我們也知道，凡是循环小数都能表成有理数，特別需要注意的是循环小数 

0.999 . * • 


实貭上代表 1. 

仅有有理数，还是不能滿足我們客覌上的需要.我們有时要減，但不够減怎么办？很 
自然地就产生了負数. 

到了这样的阶段,我們 B 經得到了正、負有理数.这些数作为一个整体来耕已經达到 
了某神意义的完备性，这种数的全体称为有理数域.用一句行話来說，有理数域对四則运 
算自封;通俗一些說，任意二有理数的和、差、积、商(除数# 0 ) 仍然是有理数. 

一般餅有理数是指所有的正、負有理数，而整数是指0, ±1，±2, ±3, •••. 正整数 
就是自然数1，2, 3, 

任何两个有理数之間有无穷个有理数存在 • 要証明这点，先証明两个有理数之間一 

定有一理数存在. 若去 則显然有 

^ a a a 

_ ■ ■丨 ■ 

b b y b f 

旣然两个中間有一个，那末上，中間又至少有一个，等等.这种做法可以无限制 

b b b 

地継績下去，所以就証明了以上所說的話 • 


§2. 无理数的存在 

上节中我們 E 經說明了在某神意义下有理数域有它的完备性，但是換一个角度来看， 

便又显示出它的不完备之处.例如，最簡单的二次方程 

* 2 = 2 (1) 

就沒有有理数解.从几何 •方 面說,連极簡单的几何图形的长度都无法 
用有理数表达出来.边是单位长的正方形的对角綫的长度一^了就不 
是有理数. 

何以見得方程 (1) 泫有有理解？我們用反証法.如果有一个旣約 


/ 



图 


• •" 




分数 1 是 （1) 式的解，那末 
b 

a 2 = 2 b \ 

右边是偶数，所以左边应当是偶数，故 a 是偶数.令《 « 2/，則得 

2 { a y « b \ 

这又說明6应当是偶数. 这与 afb 是旣約分数的假定相矛盾，因此 (1) 式沒有有理解，也 
就是說*\/了不是有理数.虽然如此，直覚上我們对VI幷不是毫无所知.首先，我們知道 
它是在1与2之間，計算得精确些，知道它是在 1.4 与 1.5 之間， 1.41 与 1.42 之間， 1.414 

与 1.415 之間.換言之， A 可用 

2 3 1*5 ^ 1.42， 1.415^ •••，<!”， •••, 


1， L 4 5 1.41，1.414, 




3 


心， •• 


* 


来无限逼近.实际上，这样的过程也就定义了/?，因为 



也就是 vr 与〜 （及的誤差<^1: ”愈大，誤差也就愈接近千0,換言之， 

lo *- 1 

可以用 { a „} 从右边接近它，也可以用 {&} 从左边接近它. 

如果仅仅是为了 vr 以及它对四則运算的完备性，我們可用如下的方法来解决問題, 
对所有的整数 a, 彡， q 形如 

a + bsf^l 


的数是对四則 运算自 封的.但是我們的目的在于使无限接近成为完全可能，所以我们采 
用其他的方法. 


§ 3•实数的描述 


現在我們描述性地来說明实数， 

我們作一条直綫,取其上一点作为原点，幷取一个单位长.依单位苌一段一段地往右 
边接着量，便得出所有的自然数所对应的点.由0点向左量,便得出負整数(图 2). 



图 2 


过0点作任一直綫(异于原直綫).在其上取 S 点使 OB = b . 連单位点 J (卽0/的 

苌是单位长)与通过 0 B 直綫上的单位点 C 作平行于的綫交 ( M 于 D, 則 OZ>«i 

(图 3). 如此可以在直綫上表出所有的有理数. 

从0点作一 4 5°的角，取单位长得4点.作0 J 的垂綫交原直綫于5 .在 x 直綫上这 
样作出的一段，它的长度是(图 4). 




所以从几何来看，/ I 几乎是先驗性地存在着的，也可以把/ I 看作一点，它是可以 
用有理数点来无限接近的.說得形式化些，給出一个任意小的正数 S , —定有一个有理数 
r ， 使 

| 一 r 丨 < 8. 

所有的实数都和—样是直綫上的点；幷且每一点也对应于一个实数.我們可以 
用以下的方法来描述一个实数如果《所对应的点可以用有限位小数表达出来，那它是 
有理数.这我們 a 經定义好了. 現在假定《不能用有限位小数表达出来，我們一定可以 


选出一个整数 


使 


a x ^ a <1 a m * * *ai + 1 5 0 ^ a v ^ 9 


( 1 ) 


(这也称为 Archimedes 公設 ) 1〉 . 把区間 （1) 分成10份，《—定落在萁中之一.命 

a m * * •<? 1 .办 1 < ce < a m m * + 0*1 3 0 b \ ^ 9 ; 


再把 (2) 分成10份，《叉落在 


ai*bibi a <Z 


a v b x b % + 0*01，0<匕<9 


中.这样一步一步做下去 3 这手績給出有一个无穷小数 


a \. b \ bi * * • bi 


屯与实数《对应. 


我們就用这个表达方法来定义实数. 
正实数《是由无穷小数表示出 来的: 


a \^ b \ bib % 


* 


( 2 ) 


⑶ 


但是我們有个 約定： 如果《是有限小数，我們把最右的一个数字減1，后面添上无穷个 9. 


例如， 


2 


0.4999 


_ 


不同的表示代表不同的实数. 

这样表不的几何意义是： a 是这样的一 •个 数，卞是由 a m • * * a l9 a m • • • a x . bi , 
* ' ai . Bibz , * • * 等无限接近的 • 

正实数可以比 大小. 先对准小数点，小数点前位数多的就大 . 如果位数相等，那末我 


1) Archimedes 公散是：給了两个綫段与如果“的长度比6的长度短，用 a 作为“尺”，量有限女一定能超汶 
b 的长度. 

• 4 • 




們就-•个数字一个数字地从左往右比，首先出現駿大数的便大.我們用 CC < iB 来代表《 
小于或等于 J 3. 这样的大小槪念有以下三个 質： 

.(0 任給两个正实数，我們能够判断那个大那个小； 

( ii ) 如果 cc O , J 3 < ct 5 貝 IJ cc = )3; 

( iii ) 如果 a < )8,戸 < y ，貝 lj ot < 

我們定义两个实数的加法，就是对准了小数点一位对一位地相加，但必須注意必要的 
进位.說得更确切些，命这两个数各为 


a — a m * • - •厶1 厶 2* * •， 

J3 = ai* * * d\J>\b\* • 

如果从某一位起，两个数的尾巴每一位对应的数字加起来都是 9 ,卽有当时， 
b n + b'n — 9 ^ 那末 a + ] 3 就是 + “!• _ * a \. b[by - 然后再添上无限 

个 9 .不然，我們一 '定有 无限个自然数 ni<i n 2 <^ n 3 <. • • •，使 

bn v + 与9， （V = 1，2，…） • 


作 


a m -^ a x . b x *^ b nv + a ]** * - bn v% 

取到 « i ； — 1位小数，这就肯定了《 + J 3 到小数第 心一 1 位. 一步一步做下去，我們 
可以肯定《 + j 3 的任何一"位数字. 

我們用定义逆运算的方法来定义減法，說得更确切些，假定《> )3. 如果从某一位开 
始， a 与 JB 的尾巴完全相同，那就变为有限小数的減法.如果不是如此，一定有无限个自 

然数 ni <界2 < 打3 < …，使 

bn v ¥ b ’ n v . (y = 1 ， 2 , 3 , …） 

作 

v •厶 ! …厶〜一 ar * * * bn v% 

取到〜一 1 位小数，这就肯定了《 _ j 3 到小数第《1位.一步一步做下去，我們就 
肯定了 a — j 3 的任何一位数字.由減法可以引出負 实数. 极易看出 Ci )，（ ii ), ( iii ) 对 
所有的实数(不論正与負）都对. 


对一实数《我們定义它的絕 对値: 


W i 


a . 



如果 a > 0 9 
如果 a < 0. 


不难証明我們有不等式 

|a + j 3| ^ \a\ + | jS |. 
在此式中用 j 3 = y — a 代之，可得 


lr I < 1«1 + \y — 此 

所以 

|y — a| ^ I Iy| — |a| 



§ 4 •极 限 


极限这一^槪念在中学里学习循环小数时 E 經介紹过了.我国古代早就有了这一槪 
念的萌芽.“一尺之槌，曰取其半，万世不竭”就是极限的看法.这句話的意义是一尺长的 
一根木棒，第一天拿掉一半，当然还留下 1/2 尺； 第二天取留下的一半，还留下原来的1/4; 

第三天剩下丄=丄,， • • •，第 m 天剩下了丄尺.当 n 大时，丄虽小，但幷不是 0. 这 

8 2 3 2 n 2 n 

就是万年不竭的道理.我們用符号 

liin — = 0 
2 n 

来代表这一事实.它的讀法是 ：当〃 趋向无穷时，1接近千 0. 数学中也常用以下的說 

2 n 

法:任 意給一个很小的正数 e > 0,—定可以选择一个自然数 2 V , 使当》:> 2 V 时，常有 

0 6 4 
2 n 

(在稞在这个情况中， w 是可以具体算出的，它就是一^于 log 10 + / log w 2的自然数） 

現在我們一般地来定义极限. 

定义. 对于一^实数貫(有时也称为叙列） 

如果 a 是一个实数且有以下的性貭，我們就称《是以上数貫的极限 ， 或称貫〜收敛于 

• * • • • • ■籲镛 

任給一个]5数 s > 0,必有一个自然数 AT 存在，使当 7»> iV 时， 

— ct| < s # 

我們用符号 ^ 

llma n = a 

n 吟边 

来 代表. 

不 难証明 

limCafl + jBrt ) = lima „± lim 

n~^ao n^co n-^od 

铜 1. 数貫 

0.3 ， 0.33 v 0333^ ••• 

以丄为其极限. 

3 

例 2. 数貫 

0.9 ， （ K39, 0.339 ， 0.3339, ••• 

也以1为其极限. 

3 

例 3. 数貫 

0.3, 0.9, 0.33, 0.3 9 3 0333, 0339 y ••• 



也以 7 力 其臟. 

例 4. 如果則貫 


以0为极限. 


例 5. 貫 


滅限 • 


給了 e>0 . 心时， 


n 2 + 3 n 
2 n 2 + 1 


一 ， ― 1 < ! < S. 

2(2万 2 + 1) 2 n 


任何一个实数《都有它的无穷小数表 示法: 

« = a m * - ^ai.bx* 


命 


•aj 1 " -b n 


則 


a — a n \ 


石 ft+i 

l0 » 十] 


+ 办”土 2 — + 

10” 十 2 


* • • 


< 


1(T 


10 w+2 


* • ♦ 3TS 


給了 s >0, 我們取 TV 


l 0 «+ i \ 

logio 


10 10 : 


+ 


10 


• • 




10 


n+l 


1( T . 



hi ([ d 表 f 的整数部分），則得 


N> logio 


10^ > —. 
6 


故当 # > AT 时, 


10 


< e 


所以任何一个实数都可以看作是它的无穷小数取〃位所得出的数的极限，由此显示出， 
任何一个实数可以表为一^■有理数貫的极限.非有理的实数也称为无理数. 

由此也可看出，存在着以有理数为元素的貫，它的极限起出有理数域的范围（例如 
a / T 所代表的无穷小数).于是就产生了下面的 問題： 如果以实数为元素作貫，能否通过 
取极限而得出实数以外的新数来.在下节中，我們将証明它不可能（見下节定理 2) .我 
們先引进收斂貫的定义. 


定义. 


个实数貫如果适合以下条件，就称为收斂貫或称 Cauchy W ： 对任， 


正数 S >0, 有自然数 U = L ( e )， 这表示 L 与 S 有关)存在，使当/与々都大于 L 时 

I I < S . 

如杲一貫收傲于 CC , 則这貫就是收斂貫.所根据的理由是 

1 A q 1 < I a/ — a I + I a 免 一 cc 1 • 

如果将收敛贯的定义換为“对任一 S >0, 有一自然数 AT 存在，使当时， 

|a«+/ _ < s ， 


此处/不超过某一常数，，則可能沒有极限. 例如〜 =取 W 


10 £ — 1 




% 


等 




则当 n 时， 


I logioC^ + 0 — Iogio«! < log 10 (1 + +) < S. 

但对于任意自然数 iv ， 当 》>1 Q 2 ‘ V 时， lo gl0 « > 2 N S 所以 log 10 « 没有极限. 

定理 1. : 

^ oc 2 ^ ce s ^ • • •, 

如果它受限于上，也就是有一常数 M 与〃无关，使 

，《*»參《» ，參 ■參 _»• • • • • 

05 n ^ A / 5 n = 1 > 2 ，*.*， 

则这个贯一定有 极限. 

• 鲁 •丨奉 #_ 镛* 

证.先比较整数部分.由于都不大于 M ， 所以除掉前面若千(有限)顼外，从某一项开 
始一定是一个不再变化的数 •，再 论第一位小数，也一定从某一项起都相同，这样继续进行， 
我们便一步一步地决定出一个无穷小数.因此得出本定理. 

同样地，一个单调下降的贯，如果受限于下的话，这个贯也一定有极限. 

例 6. 贯％ = G — ^ 一 • <1 — 为单调下降的贯 ，且有 下限零，所以 

有极限. 

例 7. 试证贯= V 2 + V 2 T … + (« 重根式)有极限. 

先证明 x n < 2. 当》= 1 时，\/ 2, < 2. 假定 Q < 2，则 ； ^ + 1 =* ^/l + x K <2. 
故由归纳法可知％ <2. 另一方面， h 为单调上升贯.故有极限. 

例 8. 贯; < r f »== l +^ L ~ + 丄 + 丄 + • ••丄趋一* 极限 6(=2.7. • •)• 由# * 丨 > 2*- 1 

1! 2! 3! n \ 

可知，％ < 1 + 1 + + +…+ + < 3 , 所以〜 是有上限且单调上升的贯，故有一 

极限.这 < 是自然对数的基数. 

从实数 

« ™ a m ^ •*<?!• b ' bf * 

的表示法，我们可以得到一个单调上升的贯 

«« @ … • 厶 lV • ' b n * 

这个贯的极限就是 a . 从#也可以作一个单调上升的贯乘积 

也是一个单调上升的有理数贯，并且受限于上，它有一个极限.这极限就定义为实数与 
卢的乘积. 

不难证明 

lim (ctnfin) = (lima”）（limiO 

及对任一自然数 7 ，有 

lim(a^) (limoO% 

«峰《 餺♦巇 

鼇 • 







又如果 cc >0, 則必有一自然数 AT 存在，使当时 

ot rt 与0， 

于是丄成为一个单調递減的貫，幷且受限于下，因而有一极限存在，命之为艮不难証 
明 ctjB = 1. 我們写成]3 = oT 1 . 

命彳表任一自然数，我們一定有一自然数/使 a ^ 1 0^. 現在1 ^ nq a nq 是一自然数， 

我們有一唯一的自然数 Pn 使 

p ^< io ^<( p „ + iX 

命氏= P „/10”, 如此得出的是一递增貫，而且由 a fl? < a < I 0 i 4 可知扎<10、因此 

Iim ^„ = 0 

_ 

存在*由扣 < 9 + — V 可知 

> loV 

= ] lma n/f = a 9 

卽 

3 = ^* 


我們由此可以定出 《 的#次方. 

对任一正实数 J 3, 硏究《~的单調性，由此可以定义实数 

不难証明，实数对四則运算自封,也可以說所有的实数构成一个域.加法的交換、結 
合律依旧正确，乘法的交換、結合律也正确，加乘之間的分配律也正确.在下节中，我們还 

I * 

将証明沱对极限运算也是封閉的. 

§ 5. Bolzano - Wcierstrass 定理 


从实数貧 

中我們任意取出一部分 

S ， 〜…，…） 

此处«1, «2> * * * 是自然数，且 

町 < »2 < •••<«*< n^i <! • • •• 

貧 （2) 称为貫 （1) 的子貫. 

若貫 （1) 有极限《，則子貫 （2) 也以同一 a 为其极限. 

如果《是（1)的极限，那末对任一 s > 0,必有一自然数 AT ， 使当时 

丨 — a 丨 < e # 

因此可得当时，有 


丨％ 一 a 丨 < s ， 

卽有一 K 存在，当 々> k 时上式成立.这就証明了我們的命題. 


( 1 ) 

⑴ 


» 9 * 

110 S 202 



以上命題的逆命題是不对的，換言之，子貫有极限幷不能說明原来的貫有沒有极限. 


例如， ^ = (-1)^ 是一貫，它的两个 子貫： 

=1^ X 3= 1 3 - 3 — 1， • • • 

及 

々= — 1 ， X 4 = — 1，…5 工狄= 一 1 ， … 

都有极限，但原貫沒有极限. 

我們还可以有更复杂的 例子： 

1，1，2，1，2，3，1，2，3，4，1，2，3，4，5，”"， 

这一个貫有一个子貫以1为极限，也有子貫以2为极限，也有子貫以3为极限等等. 

定理1 ( Bolzano - Weierstrass ). 年了有导的无穷亨集中 ，了 亨可]申了个亨舉 
子貫 • 

• 參 

証， 由假定可設一切数都在《，6之間.适合于 a < x < b 的实数称之为区間（或 
閉区間），以 U，6] 表之.我們把区間 U, 6] 平分，其中一定有一^含有无穷个点.假定 
包有无穷个点的一半是[内， 么], 显然有 

b \ —™ = (厶 一" a); 

2 


同法，把区間[&，&]分为二等分，則它的一半，匕]中亦有无穷 个点; 等等.第4次 
分出的区間[外，以]照样包含有无穷多个点. 

这些区間的每一个都包含在前一个中，幷且第々个区間的长度 

一 — (厶 一 口） 

2 走 


随着々的增大而趋向于0,如此得出两个单調貫 


与 


a\ ^ di ^ ^ 

b\ bi ^ ^ 


癱番 


它 們都有极限. 又由 以一外 — 0可知，这两个极限相等，命之为 cc， 卽 

lima„ = \ imb n = a. 


b K ] 中含有点集的无穷个元素 ，我們 任取其中一个，命之为則由于 

a * ^ a * ^ bjt 

及 

]lm\a n — B n \ = 0 ， 

n^co 

所以知道 _ 

lim a n ^ a. 

»-»oo 

定理已經証明. 


这証明中包括了一个很重要的原則，卽逐步卒分的原則，也称为 Bolzano 原則. 

*•••••• •• 

現在我們来說明上节最后一句話，也就是証明 

定理 2 (基本定理).实数范围內任一收斂貫一定收斂于一实数. 


•10 






鉦，由假定，給一任意的 S > 0,必有自然数 Y 存在，使当时，常有 

j 

[ a ^ — ai \ < e m 

固定/，則对所有的々: > iV ， 当有 


CC/ — B CCj^ <Z <X[ G 0 

換言之，在 [ ct / 一 e , 内+ s ] 之間有无穷个点 ct4 . 依 Bolzano - Weierstrass 定理可知，有 
一子貫{%}使 


靶％。 C . 


現在仅須証明，化也趋向于 C . 我們可以选取充分大的使 


I 〜— C I < £； 


又同时当时 


1仏 — 


、 n k 


< e 3 


所以得到当时 


| a„ — C\ ^ \a n — a n ^\ + | a” 七 一 C\ ^ 2© # 


这就是說， 


lima,, = C # 


貫 ， b = 7 + T 2 + …+„有极限. 


給了 S >0, 当 7 Z > 




loglo 


6 


Iogio 2 


及/>0时， 


f ^n+i _1 I 


1 


2 


• • • _ 卜 


2^- 


故貫％ 有极限, 


1 


2 


2 


ffH-l 


1 


-- g ^ 

2 n 


2 


例 2. 貫 




1 


給了 e > 0,当 n !> 


? + •••+? 減极限 • 


及 Z > 0时，由于一；< 


s 」 


1 


(n = 2, 3， • ♦ •)，所 


1 ! 


(// + 1) 


| ip | * * • ■ j ■ 


< 


n 


1 


+ 1 


in + /) 


+ 


< 


+ 2 


l 


< —< e ， 


故貫 at „ 有极限. 

定义.如果《适合以下的条件，則称为一实数集合的确 上限： 集合中的任意一个数 
都不大于 a ，但对任意的 s > 0,集合中至少有一个数大于《 — L 

类似地，如果 JB 适合以下的条件,就称为一个实数集合的确 下限： 集合中任意一个数 

* ■ • 

都不小于^但对任意的 s > 0,集合中至少有一个数小于3 + e . 


•- I1 • 




例 1 . 貫 1 一丄以 1 为确上限. 

n 

例 2. 1，一1，1， 一 1，1，一1,…以1为确上限. 

倒 3. 丄（《 = 1，2,…）也以1为确上限. 

n 

例 4. 自然数貫沒有确上限. 

定理 3. 受限于上的实数集合一定有一个确上限. 

鉦.限于上的意义就是所有的数都不超过某一定数3,在集中任取一点 a 把 h ， j 3] 

分为二 等分： [( X ，丄08 + «)1和[丄 （]3 + cO , j 3 l . 如果后者包有原集合的点，我們就 

L 2 」 L 2 」 

命之为[叫， 氏]; 如果后者幷不包有原集合的点，我們就把[而 ，氏] 表前一分区間.此 
法績行，得出 [ Ct 2 , jS 2 ] ，…， [ Ctjfe ， 氏]，….我們可以知道 

lim — limj3 先 = C m 

k 史 -*oo 

这个 c 就是确上限了，因为对任何々，有氏，且在区間[〜， At ] 內至少包有原 
潷合的一个点，而氏之右再沒有原集合的点. 

同法可証受限于下的实数集合一定有一确下限. 

§ 6. 复数的定义和矢量 

实数域对加、減、乘、除自封，对极限手續也自封.但依旧有不完备的地方，就是連极 
簡单的方程 

尤 2 + 1 «= 0 

在实数范围內都还沒有解.由于这样的客覌情況，我們很自然地便要求进一步扩充数的 
范围，引出新数，使旣包有实数，又保留实数的基本运算定律. 

我們先来說明平面直角坐标系.在平面上取两根相交于一点0而且相互垂直的直 

綫，分別称它們为 T 軸与 y 軸，0又称为原_点.使每根軸上的点都与实数-对应起来 

(如§ 3 所示），原点对应于零.我們用下面的方向来确定 x 軸与 y 軸的正方向，卽由尤軸 
的正向逆时針轉90。卽得 y 軸之正向. • 

过卒面任意一点 P ， 作两条直綫，分別垂直于 r 軸与 y 軸.設垂足对应的二实数分別 
是心与外，于是 P 点便决定了一实数对0^ yi ). 反之，如果有一实数对（〜力），我們分 
別过^軸与 y 軸上的点 a 与外，作两条分別垂直于 x 軸与 y 軸的直綫，这两条直綫相交 

于一点 P . 因此实数对与平面上的点成为 - 对应•称（^，竹） 为点 P 的座标，其中々 

又称为橫座标，； yi 为級座标.上述座标系統叫做直角座标系統，也称为 Descartes 座标 
系統. 

x 軸与 y 軸将卒面分成四个象限，这四个象限中点的座标的符号为 

复数(或称复虛数）《就是一个实数对 （ a ， 幻. 命 jB = 0, d ) 是另一复数，这两数 
的加法定义为 






V 


而乘法的定义是 


川 IV 

+ + — 一 

图5 

ct+jB==(a-l"^5 b + d^) 9 
ajB = (a ， d) = (^ac — bd^ ad + bc\ 


定义矢纛为平面上有方向有长短的綫段.我們現在討論的矢量是指有以下意义的自 


由 矢量： 同方向等长度的矢量不加区別地看成为一个矢量.例如，由原点出发到办) 
点的矢量和由 （ f ，7 ) 点出发到 （fl + ^，6 + 37) 点的矢量就被看成为闻一矢量.所以， 
一个复数代表一个矢量 5 幷且一个矢量也代表一个复数. 


(d + r ，b *¥ d') 



两个矢量的和的定义 :把第 二个矢董的起点接在第一个矢量的終点上，由第一矢量的 
起点到第二矢量的終点的矢量便是这两个矢量的和.第一个矢量用 U ，&) 表示，第二个 
用旬表示.把第二个矢量移成为从点 （《, 彡）到点 {a + c,b + d ) 的綫段.显然可 
見，这两矢量的和矢量 (a + c,b + d ) 就是以矢量 O 及幻为边的平行四边形 



的对 角綫. 这叫做于▼孕貝由此可見，矢量的加 
法和复数的加法是完全一致的. 

»个复数 

= { a ki b k \ 々=1，2,…，》 

的和等于 

+ • • ‘ + cz n — (H- • • • + a” 厶 i + • . • H- 

它的几何意义就是把所对应的各个矢量一个接着一个地画 

• 勢 

下来，从勿的起点到〜的終点連成一个矢量，这个矢量就 
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代表了我們的复数之和. 


不难看出，复数的和幷不依賴于各項的先后次序(交換律，就是 《 + = + 各 

項可以任意組合地先求和或后求和(結合律，就是 a + (戶+ y ) = (ct + J 3) + y ), 

減法就是加法的逆运算.两个矢量的差为 

b 、 一 (^Cy d) = ia — c 3 b — d ) 3 

这就是做一个与 （<?， J ) 方向相反的矢量 、一 c ， 一 d 、 , 
把它加在幻上. 

由勾股定理可知，矢量（《，幻的长度（卽原点（0, 0) 
至点幻的距离）等于 vV + V ，它称为矢量的模数， 
也称为所对应的复数 a 的絕对値.用 | a | 表它. 同样可 
知，点 U ， O 至点 U ， M 的距离为 

V( fl l —《2) 2 + ( 办 1 — ^ j ) 2 . (1) 

因为三角形两边苌之和不小于另 一 边长，可知 

. 1«1 + 1^1 ^ |« + 01. ( 2 ) 

这一公式的解析表达式是 

V« 2 + b 7 - + V^ 2 + ^ ^ V(« + <?) 2 + o + dy. ⑶ 

謓者試自己直接証明一下. 一 般說来，上式是取不等号的，只有当两矢量同向的时候，才 
取 等号. 

同样可知 

I «1 + * • • -h a „ | < ! aiH - h | a „| , 

且仅当 cti ，* * *, a « 都同向时才取等号. 

命 Y ― /) j 在式 (2) 中以 y —《代 jB _ j 可知 

ja | + I y 一 ct | ^ I y I . 

所以得出 

|y — a | > Irl — l«l . 

从而我們得出 

|| a | — |0| < |a - < 1<*| + I 此 

§ 7. 极坐标及复数乘法 

在說明复数乘法之前，先介紹复数《 = ( a ， 0的另一表示法，卽极坐标表示法.用 
p 表示矢量的长度 v ^ 2 + b\m e 表示矢量和 f 軸所夾的角度，称为 輻角. 現在任何一点 
u ， 幻都可以表成为 

a = pcosd ^ b — p sin d y 0 ^ p 3 0 ^6 <Z 2宄， 

就是 a =* ( pcosd , psin 0). 除掉原点 （0, 0) 以外，其他任 一 点一定有唯一的一蛆 
幷且对适合以上条件的不同的化0組，对应的点也各不相同. 
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y k (c f ^) 



一(以) 

m 9 



如果 

jB = (r cos r sin ^)^ 

則乘积 

— (^ac 一 bdj ad + bc ^)= 

=(pt( cos 0 cos 0 一 sin 0 sin0 )， 
pr( cos 0 sin </^ + sin 0 cos (/0 ) = 

=(/ rrcos (0 + </ f )， pt sin (0 + 0))； 图 10 

当然可以推 广为： 儿个复数乘积的絕对値等于其各个因子絕对値的乘积，其顧角等于 
各个賴角的和. 



由此可見，复数的乘法幷不依賴于各項的先后次序(交換律，就是 = 恥）， 也不依 
賴于任意組合地先求积或后求积(結合律，就是 « O r ) = Uj 8) y ), 也不难看出分配律 

(«i + a 2 )j3 = axj3 + 

成立.讀者試自証之. 


除法是乘法的逆运算，我們有 

旦 = (pcos 沒， psind ) = 
jB (rcos</i，r sin0) 


— (cos(0 一 0)，sin (0 — <py )， 
T 


(r 0) # 



把 5 = u ，一 /0 定义为 a 的共軛数，显然有 

cca = (a ， 6)(d ， 一 = ( 戶 2 , 0) 

及 

a + jB = a H- JB, aj3 = 53. 

由乘法的性貭可知，在硏究复数时，我們有两个重要的单位 

(1，0)，（0, 1). 

第一个单位具有 

(1， 0)( a ， 办 ） = ( a ， 办） 

的性貭，所以我們就用1来表它. ( a , 0) 对应于 a . 所有的 U ，0) 与实数系統完全一 
致，我們也就簡单地用 a 来代表 （ a ，0). 

第二个单位用以下的 符号： 

* = (0, 1). 

显然有 


-1 


形如（0, 6) 的复数，我們 就用以 来表它，如此任一复数都可以写成为 


a = = a 


» 


运算法則可以写成为 


a 十 jB = (a + 如 ）+ (c + 山） 




+ C + (厶 + d)iy 
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otj3 = (n + H- di) = ac 一 bd H- (^ad 4 - bc^)i y 

aa — (« + bi^){,a 一 bi) == « z + = |a| 2 . 

a 称为复数 a 的实数部分，有时用符吾沉 a 表它； 6称为虛数(或純虛数)部分，用 Set 表 
它.我們称 x 軸为实軸， y 軸为虛軸. 

我們現在談一下复数乘积的几何意义. 

定义.二矢量 a =(“，办）与 P = ( C ， d ) 的內积为 

a * |3 — (<?，々）• ( c , d) ac - bd, 

用极坐标，內积就是 

fyt\ cos 0 cos (，& + sin 0 sin <^) = pt cos ( 0 一 0 )， 

这儿 d -4* 是两矢量的夾角. 

a * a - 是矢量 a 的长度的平方，矢量《与0的夾角的佘弦也可以表示为 

/ /j ac 4* bd a • 8 ， t 、 

cosCp 一 7) = _ 厂 —.= —= _ i-T - • ⑴ 

Y a 2 + ^ 2 *y c 2 4 - -y/ a ' a. ^\j ^ ^ 

由此可見，如果二矢量的內积为零，則它們是互相垂直的. 

对应于 U ，6) 与的复数命之为《与)3,則 

= (^ac + b£) 4 - {j?c — ad)i. 

所以該二矢量的內积也就是的实数部分，也就是 

(« ，々） • （ <: ， d) ―― (a^ + 

2 

由此可以得出余弦定律 

|a —芦1 2=:= ( a | 2 •+• I )3| 2 — ajB 一 aj 3 — | aj 2 + | j 3 1 2 — 2 Ja | J ^| cos (0 一少) • 
ag 的虛数部分是 

—7 (a^ 一 aj3) = 一 ad = pxi, sin 6 cos iff _ cos^sint/r) = px sin (^0 一 

2i 

这就是以矢量 ( a ，0 与 做边的平行四边形的面积. 




§ 8. De Moivre 定理 


我們立刻可以把乘法公式推广到几个复数.命 A =内 （ COS ^ + hin ^)， 々=1，2, 
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ai* ♦ * a n — pr * *pX cos(0i + ♦ • • + + / sin (0i + • ■ • + D), 

可以用归納法来証明这一結果.当 a = 2时，由§7呵知本結論正确.假定这一結 
論当1时正确，則 

(« i * - ^ a n ^) a n = pi * - •〜- i ( cos (0! H - h 义一1) + 

+ ; sin (^1 + _ * • + 乂 cos6 n + i sin0 n )= 

*= pi' ' r pni COS( 6 1 + • * * + On) + i sin (^ + • . • + 6„)\ 

特別当 pi = * • • = p „=^ p . 6 i = ••• = 0 n = 6 时，我們有 

De Moivre 定理. 对任一自然数常有 

(p(cos0 十 = p n (^ cos 720 + i sm nd\ (1) 

又由 

(cosO + i sin ^)( cos6 一 i sin 0) = 1 ， 

(cos0 十 / sin^) 一 1 = ( cos( — 没）十 Z sin ( — 0)) 


可知，式 (1) 对負整 数”也 正确. 

利用 De Moivre 定理我們可以解方程 



x n = 1 # 


(2) 

或者更- 

-般些,解方程 




x n = a y a = /a( cos (/; + / sin if /) , 

p > 0^ 0 ^ 0 < 2 tt # 

(3) 

命 

x — r ( cos 0 + / sin 0)， 則得 




r n = p 3 nd 口小 

+ 2 兀々， 

(4) 


此处々是一整数，由此得出 

i 1 

r — p n ^ 6 = ——（屮 + 2兀々），々=0，1，2，•••，/? 一 1. 


它們都是方程 (3) 的不同的解，一共有 ”个. 

特別是方程(2)，它的 n 个根就是单位圓的內接正打边形的頂点.命 


2jc . . • 2k 

S — cos - h % sin — ^ 

n n 

則其他諸根可以写成为 

By e 2 y e 3 ^ • • •, s^ 1 , e n = 1 # 

— '般 說来，如果％是式 (3) 的一■个根，則 AT 0 S ， X Q S 2 y 
也都是式 (3) 的根. 

当》= 3时， 



€ 






VT 


2 


3 


g3 = 



蜃 


当？2 = 4时， 




s 4 = 1. 
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De Molvre 的定理有以下的应用 . 


例 1 . 由 

cos 20 + / sin 26 — C cos 9 -b i sin 0) 2 = cos 2 0 一 sin 2 5 + 2isin0cos0 3 

比較实数部分与虛数部分，得出倍角公式 


cos 20 ~ cos 2 6 — sin 2 0 ， sin 20 = 2 sin 沒 cos 0. 


一 般地說，从 


cos 打 0 十 i sin nQ — (cos 汐 + i sin0) fl 


可得 


cos 


n9 


cos 


n d 


l) 


cos n ^ 2 0 sin 2 0 


：) 


cos n ^ 0 sin 1 0 + 


m 


O i) 々 ( 2 ” 々 ) cos n ~ 2 ^ 6 sxn 2 ^ 6 + 


-►卜 • • • _| 


(—l)^sin n Oj 


当 n 是偶数， 


-1) 


j ( n - l ) 


cos 6 sin’ 1 0, 当 》 是奇数 


及 


sin nO 


cos w-x 6 sin 0 


-⑴ 


cos 11 " 3 0 sin 3 6 


m m m 


+ ( —1) 々 1 cos’ 2 卜 1 0 sin 2 * 4 * 1 沒 + 


* 一 j - ■ 


(—1) 


j(”—3) 


cos<9 sin”— 1 19 ，当打是偶数， 


(-1) 士 ㈣ sin^, 


当 n 是奇数， 


例 2 . 求和 


A n = 1 十 r cos 汐 + r 2 cos 20 + • • • + r^^cos^n — 1)0 ， 
B n — r sin 0 + r 2 sin 20 + • • • + r” -1 sin — 1)0. 

作复数 Moivre 定理可知 


A n + iB n = 1 + r( cos6 4 - / sin0) + 

+ r 2 ( cos 20 + / sin 20) + • • - + r n ^ l C cos(n — 1)0 + i sin (« — 1)0) 




1 十 r( cos0 + ; sm^) + r 2 ( cos 9 + i sin 6) 2 + . * •十 r n-1 C cos 沒十 ， sin t//* 

1 — r n ( cosnd H~ i sin n&^) 

1 — r(cos6 / 4* i sin^) 

1 —— r w ( cosnO + i sin nd) 1 一 r cos 6 H~ ir sin 0 

CSE ■■___，■ ■ '!">'■—■■ ■■ ■ —— • M — ■ ― ' ■■ = SE5 

1 一 r(cos0 十 i sin 0 ) 1 一 r cos 0 + i r sin 0 


r n ^ l cos(n 一 1)0 


1 )0 一 " r n cos n0 — r cos 0+1 


r 2 — 2 r cos 0 + 1 


r n+1 sin (n —— 1)0 —— r n sin nd + r sin 0 . 


r 2 — 2r cos6 n 1- 1 


比較实数部分及虛数部分可知 
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A 


n 


r” +1 cos (打一 1)0 — r n cos nO 一 r cos ^ + 1 

r 2 — 2r cos 6+1 


B 



r ff+1 sin (tt —— 1)0 — r n sin nO + r sin 沒 

r 2 — 2rcos0 + 1 


§9. 复数的完备 

关于极限的槪念也 + 分容易地推广到复数范围 . 
定义 1. 一个复数貫 


«2, •••，<!”,…， 

如果复数《具有以下性貭，則 称“ 为这个复数貫的极限 :任給 s >0,存在一个自然数 2V， 
使当 》>iV 时， 

I a» — a | < S. 

定义 2. 适合以下条件(称为 Cauchy 判別条件)的复数貫 

a 2 y …，… 

称为收斂貫 :任給 s > 0,存在一个自然数使当/，仿都大于况时，有 

I «/ *^ I < 6. 

定理 1. 凡收敛貫一定收敛于一个复数 • 

这定理的証明很容易.由条件可知，的虛、实部分各成一收斂貫，然后由实数的性 
貭立刻得出本定理. 

定理 2. 

所以复数具有实数所有的一切完 备性： 对板限自封，对加、減、乘、除自封，幷且还多 
了一个性貭，就是/ + 1 = 0是可解的.是否还有方程在复数范围內不可解？如有，我 
們还可能扩张复数系統.不必再扩张了，因为任何方程在复数范围內都可解， 

定理 3( 代数方程基本定 理). 年〒了个 萼孕聲 亨學了亨罕才 Y 了个亨誓:乎 • 換言 

之，在复数范围內沒有一个方程是不可解的. 

我們不在此証明这一定理，以后耕复变数函数論时再加以論証. 

如果;是代数方程 

/(»■) = a n x n + a n -\X n ~ x + • • • + a\X + «□ = 0 

的 一 个根,也就是 f ( xi ) = 0,則由 

x m 一 4 = (a: — xi)(^x m ~ l + x m ~ 2 Xx + • • • + arj* -1 ) 

可知多項式 

j{x) — a n x n + + ■ •. + ai x + = 

= fCx') 一 f^Xi) = a n {x n —尤 r) + £?”_!(/"■ 1 — A*r -1 ) + • . • + a^X 一 Xi') + — CEq** 5 

=(r — + * . * + W 1 ) + a„-\{x n ~ 2 + •. • + xi -2 ') + • ， • + ai), 

卽 fOO 有一个因子 U —々)• 換句話說，如果 /(々）= 0,貝 IJ Cx -xO 一定除得尽 





/ W . 去掉因子 o — 之后，仍然得一多項式，用以上方法又可求出另一因子 o - 々)， 

等等.依此方法績行，可知在复数范围內任一多項式可分解为 

/W = a n {x — ri )* • - — x n ). 

t 

也就是說，如果連重根的个数也計算在內，那末一个打次方程一定有 ” 个根，幷且不能再 

争 # #■«_#« 争鲁 《«••• 

f . 

这說明了复数域有代数自封性. 

从以上所得的結果也可以看到， 

a„x n + • • • + a\x H- Oq = a„(r — • •(jc 一 x„)= 

~ a„[ar B 一 +•••+( — 1) +•••+( — 1 )" < 3 , b ], 

此处 A 是从巧 （/ = 1， 2 ， …，; 0 中任取々个所得乘积的总和，也就是 

<3*1 = Xi~\ - Vx n , C 2 ^ ^1^2 + XiX 3 -\ - H X 2 X 3 H - - -bx n - x x„, • • • , <S n — XiXi - - •x n% 

比較系数可見 

内 =— a„-i/a„y <f 2 ― «»-2 / «»> • • •， 

= ( 一 l )々 a * 一 " a ” …， a n = (— 1) W ««. 

我們現在考虑实系数多項武 

/(*■) ^ + 一 1 + . • • + a\x + Oo. 

如果/0)有一个复根《 +积，卽 

/(a + 积 ） =* 0 ， 

則 《 — 饵也是一根，所以 / oo 可以被 

[x 一 (a + 芦 。][: c 一 (a — j3?)} == (.x 一 a) 2 + 0 1 ~ x 2 px + q 9 

ip = 一 2(*，^ — a 2 H- j3 2 ) 

除尽.用 x 2 +辦+《除/( X )，得出 

/(») =(尤 2 + 抑 + 辽 )/ iOO . 

再硏究 hM = 0,陆續进行可得以下的 

定理 1. 一个实系数多項式可以分解为一次与二次的实因手. 

所以一个实系数方程的复根是共輒地成对出現的,幷且一对复根的重数相等；由此也 
推出，实系数的奇次多項式至少有一个实根. 

§10. 四元数簡介 

上面我們已經看到了把实数扩充到复数的过程，幷且 已經知 道复数对四則运算自封、 
对代数运算自封和对极限也自封諸性貭.在代数的硏究中，我們还可以把复数再扩展，扩 
展成为一个更大的系統，称为四元数.复数仅有两个单元1 与 、，而四元数有四个单元 
l ， i ， j ， k . —般的四元数的形式是 

a = a + 知 + C 7 + d \， 

此处是实数.两个四元数的和与差定义如 下:設 
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則 


jB = a' + b*i + c ] + d!Ky 


a 士 jB = (a±/) + ib±b ， )i + {c ±c f )j + (jl±d 

乘法的規則依賴于 


一 般耕来 








/々 =— kj — k } ~ _ ik ~ 7 . 


ccjB = (^a + bi ~h cj *h £/ 々 ）（“' + b i + c j ~f~ d f ^) — i^aa —— bb’ 一 cc’ 一 dd!^) 4~ 

+ (^ab* H~ ba + cd! 一 dc ^)i + i^ac 1 + ca + db* 一 bdf^)j + 

十 i^ad! + da + be’ 一 " ) 々 • 

四元数的加法也适合交換律和結合律.我們不难証明，乘法虽然适合結合律,但是幷 
不适合交換律，这是和复数与实数最显著的不同.換言之，我們有 

a (^ r ) = C « jS ) r 3 

但是一般軿来， 


ajS ^ j3cc. 


而乘、加之間的分配律依然正确， 

現在先硏究怎样的《能使任一四元数 jB 常有 ajB = ]8 a . 由 at = ia 可知 r = 

又由 a / = / a 可知 6 J = 0，卽当 《 是实数 a 时才可能与所有的四尤数交換.实数域 

■ . 

是四元数域的一部分，它是和所有的四元数都可以交換的数的集合， 

我們定义 


为《的共軛数，实数 


a ^ a — bi — cj 一 dj { 


a + a = 2a; aa — a 2 ^ b 2 -h c z d 2 


各 称为“ 的迹和 《 的模，各以 S(a) 与 ZV(a ) 表之.显然有 

S{a 4- = 5(ct) H- 50). 

我們現在証明 


iV(aj3) = iV(a) • AT(j3). 

在証明此式之前，我們先提出另一重要性貭 

aj3 = pia, 

这可以从乘法公式直接推出来，由此立% 

N ( a ^) = (aj3)(aj3) = { a ^)( pa ) — a(^)a = N ( a ) - 
如果 N { a ) = 0，卽 + 么 2 + e 2 + d 2 = 0,則 a 二办 = c : = d = U ， 因而 a = 0. 

又若 ajS ==0 而 a ^ i ), 在此式两边同乘以&，則得 

2V(a) ■ JB = 0, 

所以 ^ ~ 0 ; 同法若 ^ 0 , 可以得到 a = 0. 換言之，从 aj 3 = 0可知 ce = 0或 

• - 




3 = 0. 




又《适 合方程 

x 2 一 SCa)x H- N{a) — 0, 

原因是如果把 ^ = a 代进去，則得 

a 2 — (a + a)a + aa 三 0. 

同样 x = S 也是一根.但与复数域中不同的是二次方程往往不止两个根，例如，最簡单 
的方程 

x 2 = 一 1, 

一眼就看出它至少有± 纟，士 /， 士々 六个根，实际上它有无穷个根，适合于 〆 十穿 2 + 
+ r 2 - l 的实数 p ， 穿， r 常使 

(^pt + qj + r 々 ） 2 = — （ p 2 + 孕 2 + ?* 2 ) = 一 1. 

关于四 X 数的一些几何意义将見于下章中 • 


补 充 

§11. 二进位計算 

在 U 里 E 提到二进位，卽只要用 0,1 两个符号就可以表达出一切自然数来.当然 
在帘写的时候，二进位最长 . 但由于可以用电路的开来表示 1, 电路的关来表示 0 ,所以 
用二进位最便于化成机器的动作.因此二进 位制巳 經成为非常实用的： n 下面介紹二进 
位的一般运算 . 

例 1. 101011.1011 + 111.0011 = 110010.111. 算式是 

101011.1011 

■ 

+ 111.0011 
110010.1110 

% 

例 2 . 101011.1011 — 111.0011 = 100100.1. 算式是 

101011,1011 
一 111.0011 

100100.1000 

例 3. 1101.1 X 10.1 = 100001.11. 算式是 

1101.1 
X 10.1 

11011 

110110 
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例 4, llOOlU 101 = 1010. 算式是 

1010 

10l/ 110010 
101 

101 

101 

0 

0 

0 . 

怎样化一个+进位数为二进位数？須把这数的整数部分与小数部分分开来算. 

先介紹把+进位的整数化为二进位的方法.用2除余1記1，佘0記0作为 个位; 再 
用2除所得的商，把佘数記在上数 之左; 再用2除商，把佘数記在上数之左等等， 

倒 5. 十进位的25等于二进位的 11001. 它的算式是 

2丨25 . 1 

2 12 . 0 

2 6 . 0 

2| 3 . 1 


将+进位小数化为二进位的方法是将小数乘以2,得出的整数部分記作小数的第一 
位;留下的分数部分再乘以2,把整数部分記作小数的第二位等等. 

例 6. 十进位的0,6145等于二进位的 0.10 C 11101' 它的算式是 


0.6145 


1 

2290 

0 

4580 

! 

0 

9160 

1 

1 

1 

8320 

1 

1 

6640 

1 

3280 

0 

6560 

1 

3120. 


所以，十进位的 25.6145 等于二进位的 11001.10011101— # 

把一个二进位数表为十进位数的方法也是相词的，須把这数的整数部分与小数部分 
分幵来算.整数部分的算法为除以 1010( 卽十进位的10)，所得余数化为十进位数記作 
个位； 苒除以1010,所得佘数化为+进位数記作+ 位； 如此績行 5 卽得出百位、千位，以至 
我們所需要的位数. 

例 7. 二进位的1110111001等于+进位的 953. 算式是 
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1110111001 

1010 

1010 

j 

1 

1 

1011111 

1010 


10011 

1010 

1010 

1001 

1111 

1010 

(百位) 

1 

10011 

1010 

101 
C + 位) 

1 


10010 

1010 

1 

- 

10000 



1010 



1101 



1010 1 

1 



11 ! 

1 



(个位) 




将二进位小数化为 + 进位小数的方法是将小数乘以1010,得出的整数部分化为+进 
位数記作小数的第 一位； 留下的部分再乘以1010,把整数部分化为十进位数記作小数的 
第二位等等. 

現在我們把求平方的方法介紹 如下: 与十进位数开方的方法相似，也是先将欲計算的 
数 分段. 但由于在二进位中 


(a + ^)(a + 办） = a m a + I0a*b + b % b 


所以在原来乘 20 的地方換上乘 100. 


例 8. VllOOOl = 111. 算式是 


例9, = 1.011"*. 算式是 



11 

1 

00 

01 

100 X 1 

10 

00 


+ 1 

1 

01 


100 X 11 


11 

01 

+ 1 


11 

01 


111 


10 


1.011 


100 


1000 + 1 


100 

000 


10100 


10000 


1001 

1 

11100 


10101 
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讀者不难由此推出任意 r 进位的四則运算以及将 r 进位表为 x 进位数的方法. 


§ 12•循环小数 


若有自 然数 n 及又使 bn ^ a^k = (々 = 1，2,…；/ = 1，2 


• • * 


)，則称小数 


a = ^m a m 


m * 为循环小数，簡記为 


a = - • b n b n ^ x * * 


定理 1. 每一循环小数均为有理数. 

註.記 


”位 


= « rn * * 1•办 r …6，卩= 0.00* - .0 〜 +1 * • 、 b n j ^ 


則 


CLfi^tl = A + JB + -2- + • • • + 泛 


^ 1 




10 


io < 卜以 


+ 


10 U 




1 


10 


由例 4.4 可知 


a = Km a n+I x = a n 




1 — 


10 * 


故《为有理数.定理証完. 

定理 2. 有理数都是循环小数. 


証.我們只討論正有理数上的情形 ， h g 都是正整数.用3除 h 得商数〜金数 

r 1; 乘10于 n ，再以0除之，得商数匕，佘数/* 2; 再乘10于 r 2 ，幷以3除之，又得商数心余 

数？ *3， • • • 等等.用式子表示，就是 

p — aq + 0 ^ r\<i q y 

10 f ! = b x q + r 2 , 0 ^ r 2 < 

10r 2 = ^ + r 35 0 < r 3 < 《， 


a 就是上的整数 部分； 匕， b u k … 則是上的小数表示中的第一、二、三、 ••• 位小数. 

如果有自然数”与 A ， 使那末乘它們以10,再以 e 除之，所得的商数与佘数应 
当相同，也就是說 


同理 


^«+1 = ^+;+1， ^«+i = ^ VM + i . 

^ n +2 ^»+^+2 5 ffl +2 —* »+^+2 3 


厶 fi +又 = 厶《+2又 ， A —尸”+2义， 

^»+ A+l — ^«+2 A + l 5 ^«+ A+l —。+2从1» 


9 


^ 25 , 






所以 — = 1，2 ,…； Z = 1，2, • • •)• 因此上的小数表示是循环的. 

<1 


由于0 < tv <穿 （/ = 1，2, …）， 所以在《+ 1个余数 ，i 

槪于是根据上面的說明，含-定是循环樣 . 


，《+ i 中，一定有两个 


§13. 有理数接近实数 

用小数来接近实数当然也就是用有理数接近实数的一种特殊形式.在应用中，有时我 
們要用分母最小的有理数来接近实数.我們現在还是从說起 ， s = a / Y — 1在0与 


1之間. 
等式 




V 2* + 1大于1，它的整数部分等于2,而分数部分等于匕換言之，有 


也是 




2 +疔， 


e 


1 


2 +疔_ 


用 o 和丄来比，丄更接近于 f . 旣然如此，上式右边如 采用" L 代$应当比 o 代 e 更 

2 2 2 


精密些.算出了 


2 


f ， 也就是說，更接近于^右边代以更精密的 


2 


，左边 


2 

5 


2 


2 

5 


对芒一定更精密些.用这样办法算出一批分数 


1 

2 


2 5 12 29 70 169 


5 ’ 12’ 29，70’ 169’ 408 # 


如此得出的 


169 

408 


0.414215 


准到了五位小数.这个方法使用簡单（指比开方法），幷且收斂得也不慢，同时象^还是 


408 


分母不大于408的分数中与 V 2 


最接近的近似値. 


以上的方法还体現了分析学上的一个重要方法 
現在我們把上面的結果予以推广. 


迭代法的原則. 


命 e 表一正的实数 ，叫 是它的整数部分;又命 e — a 。 




則^也是正实数，而且 


大于 1. 再命“ i 是&的整数部分及& — a \ =—；如此績行，命1的整数部分是 

^2 


* 26 ，， 







备: 


如此就得出了一个分数 


这样的写法占的篇幅太多，我們簡写为 




或 


[“0，“1，“2， • * • ，“”―1，芒0]. 


經过計 算易得 


[ a Q ] 


， [心， Ui \ 


^0 a l 


[tf 0 3 a ly a 2 ] 




ciidia ^ 


aiai + 


普通命 


U 0 , …， tfj = a „ 


称为 S 的第打个漸近分数或漸近値. 

定理 1. 漸近分数的分母与分子之間有以下的关系: 


PQ ~ ^0? Pi 

讥 =1 5 <11 


这1“0 + 1 j - • • ， Pn ^ nPn —\ Pn ^2 y 

议 1 ， • ’ . , 穿 wl + Qn 一 2. 


钲. 我們用归 納法. 当《 = 2 时，上 面的結論显然 正确. 假定已經知道以上的結 
諭对历已經成立，由 


= Uo , 外， • • • ， 


a Q 9 a l 9 


y 1 ，访 m 


令 / M+i 


“W + l 


〜 + — I P m ^l + P m ^2 


a mPm — I + Pm—2 + 




Pm — I 


J ?m—l + Qm—l 0 m 分 m—i + tf#n 一 2 + —~ *7 m—i 

“ rn+i 


+ pmt 


qm + - < lm - 

^ m+X 


a m + ip m + P 
+ <1 


m— 1 


可得定理, 


定理 2. h 与和还适合以下的 公式: 


⑴ 


p n q n ^i — p n -\ q n = ( — 


n>\ 
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及 


Pn^-Tffn == C ~~ 1)” 这 》， ^ 2. 

証， 当 《 = 1 时， （1) 式显然成立.現在行归納法 ，由 定理1 可知 


Pnq n ‘ 


Pn—l^}n 1 2)P ， 

(一 1) • (一 1)”， 


Pn-2fl 






故得 (1) 式.由此幷定理1又可得出 


Pn^n~^2 Pn—2qn 1 2^^«—2 夕 n -1 + 穿 fl-2) 

= a n { p n ^ iq n ^ 2 - 


Pn-iSn-d = ( 一 1)^1 


由 （2) 立刻得出一个单調递升貫 


Og < a 2 < a 4 < 


及一个单調递降貫 


« i 〉 ce 3 > a 5 〉 


幷且由 （1) 立刻得出 


^Zn ^ ^2 i »—!♦ 


我們現在来証明 

定理 3. 


] ima 2n = lima 2l 




( 2 ) 


因为％ = + < ln ^2 ^ qn - l 十1 > C ^ n -2 + 1) + • • • ，所以这定理又可以是 

下述定理的推論， 


定理4 


証.我們有 


所以 


<ln 


《 -< — 




e 


^n^lPn + Pn 
泛 + 分 it 


■1， 


+ 




3 


芒 》+l 1 ， 


^tn 


+ 穿 rt— 1) 分》 


守 it-1 )」 


< 


M l . 




(“”+1^1 + ^n^l)^n 《 n《”+l 


2 — l 


169 

408 


< 


< 


408 X (408 X 2 十 169) 4U8 X 985 4 X 10 


\/2 ~ 1 与^的误差不超过四十万分之 一, 


408 


例 2 ,圓周率 
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穴= [3, 7, 15, 1， 292, 1，1, •••] 

的漸近分数是 

3 22 333 355 103993 

■■ ■一 .- - -I • • • 

1 7 106 5 113’ 33102 ’ • 


在我国五世紀时，祖冲之以2作为疏率， P 作为密率，由以上的定理可知 

7 113 


355 

7Z - 

113 




10 6 , 


故取开为 


355 

113 


将准到小数六位. 


附記 • 实貢上，么是分母 < 如的一切有理数中与€最接近 的数. 关于此点，我們 

<Jn 

这儿不加証明（可参考数論导引， p . 271—272). 

倒 3 .为什么四年一閏，每隔四年添 一天？ 为什么第一百年又少閏一天？ 

地球繞太阳一周需 3 65天5小时48分46秒，也就是 

365 + ^ + 一 l + 46 = 10463 

24 24 X 60 24 X 60 X 60 43200* 

展幵为連分数得 

365 = 365 +丄 i 丄 i 丄丄 

43200 4 + 7 + 1+ 3 + 5+64 

算法为 


10463 

4 

43200 

41852 

9436 

7 

1348 

1027 

1 

1027 

963 

3 

321 

64 

5 

1 

320 

64 

1 

64 

1 


它的分数部分的漸近分数是 

丄 2 A 10463 

4 ’ 29 J 33" 128’ 673’ 43200. 

这說明四年加一天是初步的最好的逼近.但 2 9年加7天更精 密些； 33年加8天又精密 
些（也就是99年加24天，我們的算法是100年力 II 24天）；128年力 B 31天更精密（这就是 
說，头三个33年加8天，后一个2 9 年加7天，共29 + 33 X 3 = 128年加31 天. 在四百 

年內，有三个128年，四个4年，所以四百年加3 X 31十4 X 1 = 9 7天 3 这与我們的算法 
相 同）; 等等. 

由上看来，我們的历法是相当精确的. 


* 29 * 



例 4. 农历月大月小是怎样 来的？ 

从太阳上看月亮繞地球一周所需要的时間为 29.5306 天，展成連分数得 

0,5306 =— 丄丄 丄丄 JL 丄 — 

1 + 1 + 7 + 1+ 2+33+1 十2 

它的漸近分数是 


1 1 8 9 26 867 

I ■■ ■ - -- - • • • 

X 2 15’ 17’ 49’ 1634 ? • 

故就一个月来說，最近似的 30 天， 2 个月就应当一大一小， 15 个月中应当 S 大 7 小， 17 
个月中 9 大 8 小等等.就 49 个月来說，前两个 17 个月里，均有个大月，再 15 个月里有 
8 个大月，共 49 个月中有 26 个大月. 

倒 5. 怎样算农历的 閏月？ 

35.2 422 ■ 12 . 37 
29.5306 

将 0.37 展幵成連分数 5 得 


乍的漸近分数为 


0,37和 



T+T+T+T+T+T 



1 1 3 7 10 

| ■甲 I • ■■ II • * ■ ■一 1 1 ■ 

2 3 8 19 27 


因此，二年一閏太多，三年一閏太少，八年三閏太多，+九年七関太少，等等. 

例 6. 月蝕的周期是多少？ 

朔望月就是相同的月面位相隔的 时間， 它等于 29.5306 日. 交点月就是月球在它軌 
道上从“交点’’(“交点”就是月亮鐃地 球軌遒与地球 繞太阳軌道的交点)幵始_地球一周再 
回到这个“交点”所需的时間，它等于 27,2123 日. 


29.5306 

27.2123 




丄 



丄 




1 

* — 


+ 1 + 2 + 1+ 4 + 2 + 9 + 1+25+2 


考虑 1 + 舌 + + + + + 1 + 士-證，_过 223 个朔望月或 242 个交点月，这就 


是月蝕的周期，它等于223 X 29.5306 天《 65 S 5 天=18年零 U 天. 

例 7 . 火星 离地球最近的一年叫火屋的大冲，巳知火屋公轉 一周是 687 0. 因为 

687 _ x + 1 JL 丄丄丄 丄 
365.25 = T + T + T + T + 


考虑1 +十+ + = ¥，所以每隔年有一次大冲. 


§ 14•誤 差 

上面我們用无穷小数来描述实数，但在实际計 算时， 我們 总是用有限部分来計算的， 
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\ 





甲 


这种取舍之間便产生誤差.取近似値的方法有两种 :一种 是取到小数第 n 位，以下的都舍 
弃掉，如此就得 

0 ^ oc — a n <C 1— ; 

10 n 


另一种是四舍五入法地取到小数第〃位，这样的近 似値化 适合于 


1 1 




2 10 




pn < 


2 10 ' 


在实际計算时，我們必須注意两 件事： （1) 原資料数字的精确程度； （2) 在訐算时可 
能产生的誤差.如果我們用位数过多的幷不可靠的数字入算，是徒劳无功的，因而也是完 
全不必要的.我們現在不討論原資料所产生的可能誤差，而只談計算誤差.在計算的时 
候，我們必須先注意所入算的数字的可 靠性； 另一方面，我們也必須了解对答案的精确度 
的要求.这样，針对前者，我們可以不算沒有把握的計算，而对于后者，我們可以免去不必 
要的計算. 

我們現在只准备說明几条最簡单的估計方法. 

定义. 若量 j 以数 a 为其近似値，則 j 与 《 的差的絕对値称为 《 的絕对誤差， 又相对 
誤差是 a 的絕对誤差和它本身的絕对値的比値，就是丨 J — a \/\ a \ l \ 

絕对誤差和相对誤差都是沒有实用价値的槪念. 一 般耕来，我們应用最大絕对誤差 
(或称外絕对誤差）或最大相对誤差（或称外相对誤差).所謂最大相对誤差，就是指 
\A ~ a \/\ a \ 的某一有把握的上界.例如，用四舍五入取《位小数所得的最大相对誤差 


就是 




2 a 10 


氣丄14是兀的漸近値，它的絕对誤差是 0.00159 …， 0.0016 可以用作最大絕对誤 


差，而 


0,0016 

3.14 


0.00051 


是最大相对誤差. 


我們用& 表/对 a 的最大相对誤差，則得 

A = a a 08 a , 1 01 ^ 1. 

今后我們用 (9 代表一个絕对値 < 1 的数，但是每次不一定代表同一个数. 


从 


可得 


B + bQ 8 b , |(9| <1 


A + B 


-h + (^ + b)8 


b 


5 


b 


a 


b 


+ -h 8^)； 


另 一 •方面 


A B ^ a b 一 (“+ 3 y ) 


因而得出 


z . 


1) 有时也将絕对談差与量/的絕对値的比値 \A - a \ J \ A \ 定义作用0來近似 Z 的相对誤差. 
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各一 《 max ( U ^) 

此处 max ( ce ， jB ， 代表这些数中最大的 一个. 


又从 


= ab {\ + 63 a)(^l + 88 b ) = ab {\ + 8 Cd a 4- 3 b + 8 0 3^)^) 


可知 


8 a b < 心 + + d a 3 b 


但是一般誅来，心 ，心 都是很小的数，所以 8 J , 更小，因此我們也不妨写成为 


dab < d a + db A 


⑵ 


同样，对任一自然数《有 


8 a m ^ md { 


⑶ 


又 


A 

1 


^ l + 63 a a 


b 1 + 68 b 


i + 0 ^n3 b 

b \ i + Odt 


_ 


由于 

及 


1 + 68b ^ 1 — 8b 


1 — 8 b 


1 + A 
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l — 8 a 


可知，如果略去 8 H 糾 与 」L 卽得 


1 — 8 b 


l - d b 


S a fb ^ + Sb. ( 4 ) 

例 1. 在求方柱体积 F = r 2 々时， ^ = 21 + 

例 2 . / 与 5 用四舍五入所得的数値各为 3 . 14 与 2 . 32 ,求 Z + S，J 一 B ， 与 

* 

A/B 的誤差， 

命 


A = 3.14 + — — B , B = 2*32 + 丄丄艮 

2 10 2 2 10 2 

由 

A + B — 5.46 H — — 

10 2 


可知 5.45 </4 + B < 5.47. A + B 的准确小数値是5.4,准两位.而 /f — S ， 0.82 + 
0.81 < ^ - S < 0.83,所以 A-B 的准确小数是 0.8. 间法， 7.25 AB 7.31, 

10^ 

AB = 73 % 1.36 < A/B < L 38 ? A/B ― 1.4 # 

定义.从左方数过来第一个非 0 的数字叫做第一位有效数字.例如， 0.034 中第一 
位有效数字是 3 . —般說来，一个数字有》位有效数字的意义是:在第”位以前的数字与 
精确数字相同，只有第》位数字可能与精确数値的同位数字有所不同，但差別也不大于一 

I 

个单位. 

_ 

例 1. 3.1416 是沉按四舍五人法来計算出的五位有效数字，而 3.1415 是略去尾巴而 
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得出的五位有效数字. 
祖冲之首先指出 


3.1415926 <«< 3.1415927. 

这对有效数字和誤差是极好的例子，是数学史上极光輝的貢献. 

例 2. 任何一[厘米] 3 气体所含的分子数目是 2.683 X 10 19 个， 它有四位有效数字 

(Loschraidt 数). Avogadro 数 

6.023 X 10 23 [克分子 r l 
(卽一 [ 克分子]中貭点的数目 ） 有四位有效数字. 

例 3. log 2 = 0.3010 有四位有效数字. 

例令一浬等于3,704华里，它有四位有效数字. 

現在 証明： 如果 J 的近似値 a 具有《位有效数字，刖 a 的最大栩对誤差&不超过 

—7 f (不用四舍五人法）或者 一- ~-(用四舍五人法），其中=是“的第一位有效 
z • 1CT 一 1 2 z - 

数字. 


假定“的第一位有效数字是 10' 从假定可知 


A 一 a | <10 




9 


所以 



1 (T 


—«+i 





4*1 




反之，如果 r 是滿足不等式 

(« 4- i)d,< 10 〜 

的最大指数，則 a 是/的至少具有» = ^ + 1位有效数字的近似値. 
原因是从 ' 


\A — al < a$ t <(z + l ) l 0 m d a < 10 w-# 

卽得所述結果. 

僻 1. 已知<? = 2.7* • •具有0.5%的相对誤差，可取多少位有效数字.若巳知 e 的 
第一位是2，那末 

(2 + 1)虹< 丄， 

100 10 

故可取二位数字. 

注意，由& < -^― 还不能推出 a 有^ + 1位有效数字. 


例 2. 


A = ^/90 = 4*4814* * • 5 a = 4.47, 


九< 


0.0115 < _1 — 
4*47 4 X 10 2 


但 a 只有二位有效数字. 

进行四則运算之后的有效数字的祛則 如次: 
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1. 加法： 項数不多时，全部和数中仍保留最大項的数字位数作为和的位数，在不利的 
情形下，可能減少一 fc 

倒 1. 求和 a = 3454.70 4- 386.350 + 32.4350 + 1.24430. 各有六位有效数字，最 

大項取六位，其他可以保留的数字就大大地減少了.扶去千分位，加之如下式； 

3454.70 

386.35(0) 

32.43(50) 

1.24(430) 

3874.72 

2•滅 浍： 如果被減数与減数相差很大，仍如加法的情况.但如果两者栩差很小，則有 
效数字将大大地縮減.一般在計算中最好避免相差极小的数相減. 

倒 2 . 1234 — 1231 = 3. 原来的有效数字各四位，而減后仅有一位 3. 

3 •乘法和 除法： 許多接連的乘法与除法运算的結果，尜加运算的数字最小位数要少 
—位,至多少两个有效数字. 

这些法則都可以从(1)，(2)，(3)推出. 


§15. 三、四次方程解法 


二次力程的代数解法巳为大家所 熟知， 我們自 然会提 出高次方程的代数解法問題. 
所謂代数解法，就是由方程的系数經有限次四則运算和开方运算得出根来的方法.我們 
&知三、四次方程的代数解法，我們也知道五次及更高次的方程沒有一般的代数解法.后 
者属于方程論的范围，我們不加叙述.在此我們只餅三、四次方程的解法. 

三次方程的一般形式是 

y 3 + aiy 2 + a%y -h a 3 — 0. (1) 

用新未知数~ y ~ «替代 y ，則得 


X s H- (3a + ai)x 2 + (3a 2 + 2a\a -h a-i)x + (a 3 + a\a 2 -h a%a + ^ 3 ^ = 0 # 

t 

- - - ± 外，可使/項消失，如此得出 

3 

px + q ~ 0^ 

此处 p — a 2 — — a | ? ^ = ^3 -- a\a z -f — ^ 

3 3 27 


X 




則得 


无 3 = m 3 + 泛 3 + 3uaCu + e /) = « 3 + 

和 ( 2 ) 式比較系数可知 

Suv D 一夕， « 3 + c ^ 3 = 一 q % 


3ue/x m 


与 V 是二次方程 


+ q % 


P 

3 


0 


( 2 ) 
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的松:，就是 




Rz , 


因而得出 Cardan 公式 


X = V ^^ V ^2. 


每一立方根有三个不同的値，本来应得出九神可能性,但是因为即 


⑶ 

，所以仅 


有以下三神可 能性： 欠等于 


Vrz ； Vri 




‘2 




此处 


COS 


2 rc 


sin 


2tc 






当 p ， q 均为实数时，我們分四种情形来討論方程 ( 2 ): 


1) 假定 


! + 上 < 0, 

4 27 


当然有 0. (3) 式中的私，私是共軛虛数•命 


Pd 


土/ 



———— r ( cos(p 士 i sin < p ), 
4 27 


此处 



cos(p 


代入 Cardan 公式可知 


x — ^ 


cos^ +. 2 和 +，- sin ^ + 2 ^ ) 

3 3 / 


3 


y7(cos^±^ — “ in y 1 生 ) y 


cos 


2\n 




所以方程( 2 ) 有三个实根. 
2) 假定 


(4) 


0，1，2 (5) 



>0 及 p <0. 


由此可知 


0 < 


上< 
27 



M 


引进輔助角 


35 



I 


‘3 


= ^sinc^ ? 
27 2 




4 27 2 


cosay 


« 


于是 



q 






+ 

4 27 





2 


costo 


P 


a ) 

tg — # 


2 


3 


± 

2 



■2 


3 
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2 


2 


cos to 


P 3 / a > 

IV C18 I 




再引进角度 


3 / O ) 

… Jtg 7, 


我們得到实根 


尤1 


3 


(tg <p 4- ctg (p) 




— 2 V ~ p /^ 

sin 2(p 


其他二根是虛根 


:~ ±i c tg 2qp t 

sin 2<p 


在此情祝下， （ 2 ) 式有三根，一实二虛. 
3) 假定 

2 



> 0及户 > 0. 


( 6 ) 


⑺ 


与 2) 相似，但是 j £ 可能小于 


2 


，也可能大于 


2 


. 我們現在引进 o ): 


3 


q 


27 2 



tgw ， 





4 27 2 cosa > 


于是 


3 


f + Vf 27 



2 





2 



+ 

4 27 



ctg 




2 


再引进角度 


tg <P 


3/ a ) 
* / tg — 

2 


最后有实根 



(tg <p — Ctg (p) 


■- - " ■■■■ ■■ 


2 」二 ctg 2qo ， 
3 


⑻ 


其二虛根为 
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3 


- ctg 2<p ± 


sin 2<p 


4) 假定 



在此情形下 Cardan 公式变为 



(9) 


( 10 ) 


三个实根，两个等根的情况 . 

用这些三角公式，幷利用三角对数表，可以算出三次方程的根，且有高度准确性. 
例 1. 解 〆 + 9/ + 23 a : + 14 = 0. 

命 at -=y — 3, 則方程化为 

— 4y — 1 — 0 # 

此方程有三个实根，分別記为 yi ， y 2 ， y 3 . 由 1) 可知 

f ~ 

cos<p — — , log l0 cos cp = 151156 ， q> = 71°2’56 ’’， — 23°40’59 "， 


又 


故得 


原方稗之三根为 一0.8851，一4.8608, 一3.2541. 

例 2 . 解 at 3 — 3 x * + 5 = 0. 

由 2) 可知方程有二个复根与一个实根，又由 2) 得 

logic sin = 1*60206, a> = 23。34'41"， — = 11°47、 

2 

login tg cp = 1.77009, 2cp — 60。59'34"， 

logxo ——-——= 0.05821 5 —— - ——= 1.1434. 

sin 2 (p sin2tp 

又 

logi 0 —p ctg 2<p — 1.98244， \/二 ; ctg 2qp ~ 0.96037 j 
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^ 十 一 2 兀 = 143°40 # 59〃， 平 + -— 263°40 59", 


3 


logio 2 \fr = logK 


4 



3 


0.3635, 


yi 


2 VT COS — = 2.1149, 


Vi = 2 


一 9 + 2 兀 


cos 


3 


一 1.8608, 


= 2 \ Tt cos + 4 ?r = _ jj .2541. 



故得三根为一 2.2868, 1.1434 ±0.96037< 


虽然以下的解四次方程的方法在实际中幷不应用，伹为了完备，我們仍然簡单地介紹 


如下，在介紹中不涉及根的性貭的討論. 
一般的四次方程的形式是 


y 4 + aiy^ + a 2 y 2 + ^4 = 0 




( 11 ) 


U y 


X 


- 1 代入,則方程 (11) 化为 

4 


x 4 + px 2 + qx + r — 0 5 


( 12 ) 


此处 


P 


3 


^1^2 


a ? + ^ 2 , cf = —— — 

8 2 


戊3, 


丄 d + 丄 4 —丄邮 3 卞私 
256 16 4 


由于恆等式 


欠 4 + pX 2 + (JX + T 


P 

2 


+ 《 A ： + 


PL 

4 


.2 


2ax 2 一 pd 


故方程 (12) 化为 


+ 


P _ 

2 



2 


2 ax 2 一 qx -h ( a 2 + pa — r + 子) 


0 


ft 


(13) 


取 a 使方程 


2 ax 2 一 qx ( a 2 pa 


4 


0 


(14) 


有重根，卽它的判別式必須等于零，亦卽 

q 2 一 4 * 2 a ( a 2 pa 


+ 



0 


癱 


(15) 


等式 (15) 为未知量《的实系数三次方程，它有三个根.設 A 为它的一个根，它可」以由 
Cardan 公式 (3) 表出，亦卽兩可以由 （11) 的系数經四則运算及开方运算 表出. 利用而可 


以将 (13) 式写为 


~2 


2 


Oq ) — 2ao 


<1 


4< Xo j 


0, 


亦卽它可以分解为两个方程 


X 2 


- -yj2cCo X + (■ 


-h 2op x + 


P 

2 

2 


«o 




Oo 


2\2 a ^ 


0, 


(16) 


2V2 


0 


翁 




因为由方程 (12) 到方程 (16) 我們用的都是恆等变換，所以方程 （16) 的根卽方程 (12) 的根. 
从而方程 U 1) 的根可以由其系数經四則运算及开方而得出. 
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第二章矢量代数 


§ L 空間坐标系及矢量的定义 


我們現在来把矢量的槪念推广到空間(三維空間).先說明一下空間直角雄标系.取 
三根相交于一点 o 且两两垂直的直綫，分別称它們为 X 軸， y 軸与 sr 軸.我們用以下的 
方法使每根軸上的点都与实数 一一 对应起来.先取一单位，在每一軸上都由 O 量起.哪 
边为正哪边为負？原可任意，但为了明确起見，我們依以下的約定办事.在一 y 軸上各 
任取一正向，头向 X 軸的正向，面向 y 軸的正向，而 s 軸的正向在左手边，这样的取法一般 
称为右旋坐标系(为什么称为‘ £ 右”旋，請与螺旋比較).显然，如果头向 y 軸的正向，面向 

« « 鲁會 》 

2軸的正向，則^軸的正向也在左；又头向^軸正向，面向^軸正向，則 y 軸的正向也在 
左，卽 yj x ； sr ， Jt ， y 都成右旋系統，但如果头向 y 正向，面向 x 正向，則二的 

正向在右，这样的次序称为左旋坐标系. f ， r ， y ; s ， y ， a : 与 y ， X， s —样都是左旋系 

• • # « • 

統. 

过空間任意一点 p 作三个平面，分別垂直于 r 軸， y 軸与=軸.設垂足对应的三个实 
数分別是心， yi ， 々，于是 p 点决定了一个三实数祖（心竹， a ); 反之，如果我們有一个 
三实数組 0!， yi ， A )， 过 I ， y , S 軸上的点 a , yi ， A 作三张平面，分別垂直于 y ， 
軸，这三张平面相交于空間一点 P . 因此三实数組 （ a ， yi , q ) 与空間的点——对应.称 
( x u yu 为点 P 的坐标.上述利用三实数組决定空間点的位置的方法，叫做直角坐标 

系統，也称为 Descartes 坐标系. 

(太， y ，0) 对应于平面点（尤， y )， 所有的点 （a y ，0) 与平面上的全体点完全一致. 




过 X 軸与 y 軸， y 軸与=軸及 s 軸与 x 軸的平面分別称为平面，#卒面及;^卒 
面.这三张平面两两垂直且将空間分成八个卦限.这八个卦限中点的坐标的符号如下表 
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所示: 





过空間一点 P (^ i , y 1? ^ i ) 作直綫垂直于 xy 平面，交 ty 平面于点 〆 (&， yi ，0). 
由于原点至 P ' 的距离 O ? 为 V ^ TT ^， 所以由勾股定理，原点至 P 的距离石 F 为 



'OP = VoF 2 + z \ = ^ x\ +yl+ zl . 

同样可証 P 与 Q ( x 2 , y 2 , z 2 ) 的距离而为 

~ V (^2 — 龙 l) 2 + (y2 — yi) 2 + (:2 — afi) 2 , 

一个矢量就是一个有方向的綫段，由它的起点和終点 
唯~'决定.命起点为(々， AT 2, 々)，終点为 (ATl + «1，々+ <12, 
A +七)， 我們通常所硏究的矢量有以下 两种： 

不管起点如何，所有的同方向等长度的矢量都算做相 


(x x + a if 4T 2 4 - a 2 , + <i 3 > 



ix ky x ly at 3 ) 

图 17 


方向由 


同. 这样的矢量称为自由矢量，由 ( a x , a % ) 唯一决定， 
用重体字母 a = ( a i5 a 2> a 3 ) 来表示. 

在同一直綫上不管起点如何，_的同方向、等$的 
矢量都算做相同，这样的矢量释为滑动矢量. 

以下所討論的矢量仅_自由矢量.一个自由矢量 
O = ( ai , au a ^) 的长度是 

\a\ == V + ^2 + 


cos at = a \ ， cosjB = - 「心 ， cosy = ■ a% r 

|a| |a| \a\ 

决定.显然<?1， < z 2 , a 3 各是矢量 a 在 X , y , z 軸上的投影的关虔，而 a ， J 5, y 是矢量与 
尤， y ， 軸所成的角度 ■称 （ cosce ， cosjS ， cosy ) 为矢量 a 的方向 余弦. 矢量的三个方 
向余弦的平方和等于1 .. 


§2. 矢量的加法 


—^矢量 a = C ^ i ? ^ 2 ? ^ 3 ) ^ b — ( ^ 1 , bi ^ b ^) 的和定义为 

a 十6 = (A 十匕， a 2 十&2, 十办3人 


显然有 
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a + 6 = 6 + fl, cl 4- (6 4 - c) — (a + 6) + <?• 

零矢量定义为 

0 = ( o , 0, o ).. 

a 的反向矢量定义为 

一 flf == ( 一 一 <? 2 , — a 3 \ 

把矢量的起点移到原点，以&为边作平行四边形，由原点做出的对角綫就表矢量 

a -b b, 

对任一实数 A ， 我們定义 

la — Xai^ Xa^), 

显然有 

l(a + 6)= 又 <1 + 又 6 ， A(^a) = Xfia, 

如果有一实数 A # 0,使 

a = Xbj 

則此二矢量卒行，或称为共綫 矢量； 反之亦廩.注意， 一 a 
与 a 等长度，但指向相反. 

长度为1的矢量称为单位矢量.对任一矢量« ^ 0, 

一定有一个与 a 平行的单位矢量 a ° ，使 a = | a | a °. 

一般耕来，如果有《个矢量屯， a 2 , * *, cr „, 其和 a x + * • * + a „ 可以用以下的方 
法求出.把屯的出发点移到原点，再把 fl 2 的出发点移到兩的終点，苒把 a 3 的出发点移 
到 a 2 的終点，…，最后把 A 的起点移到移定后的 a „- i 的終点.从原点到 A 終点的矢量 
就是 矢量屯 + a 2 +* • • + %.由此可見，如果--組矢量之和为0,則上法所得的折綫成一 
閉合折綫;反之亦眞. 

由“两点之間直綫最短”这个槪念立卽知道 ' 

| 屯 - h a„\ < I ai I + • • • -f I a fl I , 

上式当且仅当各矢量一个接一个地位干同一直綫上且其栺向相同时取等吾. 



§3. 矢量的分解 

假定 a , c 是共面矢量.現在把它們引到公共起点 
O , 由矢景 C 的終点 C 作两条卒行于 a ， 6的直綫，各交 a ， 

6于 iw ， iv , 貝 ij 

- ► - *- 

c = OM 4- ON = Xa + fib . 



假定 a ， fc ， c 非共面矢量.命 c / 为任一矢量，把它們都移到一公共起点 O , 由矢 


量 d 的終点 D 作三张平面，分別平行于 （&， c ) 平面， （ c ， a ) 平面与（〜办）平面，且交 


a ， 办， c 于 L ， M ， iV ， 則得 


OL + OM + ON — Xa + fib + vc 


这称为矢量 d 对 a , b , c 的分解.取 






I = (1, 0, o ), j = (0, 1, o ), k = (0, 0, i ), 

則 《 = a 2 , A ) 的分解式显然为 

CL — a\i + a^J -T- a^fty 

a (及 a ，《3) 就是矢量在 x ( 及 y ， z ) 軸上投影的炎度. 

一 '般 地說， 对矢量 a ， 6, <? 作矢量 

d = Aa H - fib + uc 

的分解，就等于解方程組 

di = Xa, + \ib t 4 - vci S *• = 1 ， 2 , 3 ， 

其中 A ， ju ， v 是待求的数値. ， 

定义.如果有非0的 A ， h 〜…使 

Xa + fib + i?c + * • * = 0, 

則 a , 6, c , * 称为有綫性关系. 

定理 1. 若二非0矢量 a 与6有綫性关系,則两矢共綫;其逆亦眞. 

ft . 若巳知 Aa + = 0( A # 0)，則 a == — — 6. 可知 a ， 6共綫；反之显然， 

A 

定理 2. 若三非0矢量 a ， 6, c 有綫性关系 ，則三 矢共面;其逆亦眞. 

証•設 + = 幷可假定 A #0 ，fij 6 — Ic ， 卽 a 在 6 ，c 

A A 

所成的平 面上； 反之，如果 a ， 6, c 共面，而其中有二矢量 a , 6非共綫，則可以分解为 
c - Aa +/ z 6. X 与户不会同时为0,否則与假定矛盾.如果 a , 6共綫，卽 a = ；16 5 我 
們显然有关系 a — A 6 + 0 c = 0. 

定埋 3. 四个 (或更 多的) 矢量 at ， 6, c , 必 有綫性关系. 

証. 如果其中有三个矢量 a ， 6, c 不共面，則任一矢量都可以分解为 d=Xa + 
+ + vc , 故得 定理. 

如果三个矢量共面，則有 Act + / i 6 + vc = 0, 也得定理. 

習題. 已 知起点相同的三矢量 a ， b ， c 其終点 共綫的必要且充分条 件是有不全为0 
的三个数 A ， a v , 使又+ ju + v = 0及 Aa +户6 + vc = 0. 試問起点相同的四矢量 
a 3 b 3 c , d s 其終点共面的必要且充分条件为何？ 

§4. 內积(无向积，数性积） 

定义.二矢量41，6的內积定义为 

• • 

a • 6 = a\bi + aibi + a 必、 

有时也用符号 （ a ，&) 代表它.显然有 

a * 6 = 6 • a ， a • {b + c ) — a * b + a * c 9 

( Xa ) * ( fib ) = Xfxa • 6， a • a = \ a \ 2 
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由佘弦定律知道 


\a 一 h\ 2 ■=■ |a( 2 + i6j 2 一 2jd| j&l cos 0 ， 


而 <9 是 a ， 6 两矢景的夹角.又由 

[cl — & j 2 = (fl — 6) . (fl — 6) = Of • fl + & - 6 ~ k 2cl ' b — j fl j 2 + 161 2 — 2ot * b 


可知 


cos0 = 


a - b 

ia| l^| • 



又把这式看成为 

a * h — Iff!(!cos 沒）， 

故內积可以看成为矢量 a 的长度乘以矢量£»在 a 上的投影的长度.如果 a 与6平行 
(或共綫），則 a . 6就是 a , b 的长度之积. 

如果 a ， 6垂直，則 a • 6 = 0;且反之亦眞. 

如果用无实数部分的四元数表矢量，卽 

a = a^i + aij + 及 = b\i 4- bti + b 火， 

則 

1 — 

a • 6 ― — («,8 + iBa), 

2 


卽內积等千四元数 一 ajB 的实数部分， 

習題.空間一組矢量，两两內积均为 0 ,問組中最多有几个矢最. 


§5. 矢量积（外积） 

定义.二矢量 a ， 5的矢量积为 

• • • 

a X 6 = (“2 厶 3 — 以 2 , a z bi — a\b^ a x b 2 — a 2 bC) # 

显然有 

a X & = — b X (a Xc==aXc + 6xc^ 

( Aa ) X (/ i 6) — X/n(a X b) : 

特別有 a X a = 0, 也得 a X ( Aa ) = 0; 反之，如果 a X 6 = 0，則也可以得到 

a, b 共綫 . 

矢量积有以下的几何 意义： 
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1 ) a X b 垂直于 at 与6，卽垂直于 a ， fc 所成的卒面. 

1 

siE . a • (a X fc ) == ai ( a 2 bi — a 3 办 2 ) + a 2 (^ a^bi — a \ b ^) 4 - a ^ a\bi — ^ i ) = 0, 

2) a X 的苌度等于以 a ，6 为边的平行四边形的面积，而且 

[a X b\ z == | a | 2 |6| 2 — (a • b) 2 t 

飯.由 

(« 2^3 — « 3^) 2 + (« 3^1 — 句办 3 ) 2 + ( a\bi — a 2 ^\) 2 = 

= (tfl + ^2 + + 的 + 的）一(«1^1 + «2^2 + 為3) ? 

得 

|a X b\ 2 ^ |a| 2 |6| 2 ~ (a - b) 2 = |a| 2 |6j 2 (l - cos 2 0) = |a| 2 !^! 2 sin 2 (9. 

明所欲証. 

3) a x 6 的指 向是： 我們如果依 ax b 站立，則循反时針方向由 a 到6所扫过的 
角度也就是說， o , 6, a X 6成一 * 右旋 系統. 

为了說明这一点，我們取 a 的底綫作为 x 軸， a 的方向是 x 軸的正向.取6所 
在的平面为 X ， y 平面.假定由 a 到6的角度是心|列< jt , 如是則 

a ― | a | (1，0, 0)，6 = 1 6| ( cos 0 3 sin 0，0), 

因而得 

c = a X b — |a| 1 (0, 0, sin 0). 

这矢量 c 的底綫与 = 軸相同，但是它的方向却視 0 的正負而定.如果0, 卽方向由 tf 
到6,則 c 的指向与《軸同；不然方向由6至 a ， 而 c 的栺向正是与《軸的負向闻，这样 
我們定义带正負号的平行四边形的面积等于 lallMsia 札 

如果用无实数部分的四元数 

a = + a 2 j + )3 = b\i + b 2 j 十 b 火、 

表示矢量，則 

a X 6 — — ( aj 3 — aj3) ; 

2 



也就是矢量积 ax b 等于四元数的非实数部分. 

特別有 £ x I = 0 5 y x y = 0 y /t x 厶 = 0及 £ x j •二 A ， j . x A = £， A x / =人 

从此可得 
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_ at • 6 + a X 6 = 


这样的关系把空間矢量和四元数密切地联在一起. 

習題.証明 

(a — b) X (a + 6) = 2 a X 5 

(a — b) • (a + &) = a • a _ 6 • 6 

§ 6 .多重积 

1) 三矢量的混舍釈 ，命 a , b，c 表三矢量，則 

(a X b) * c = c * (a X fe) = i^a z b% 一 a^b^)c\ -t-^ 

+ (a 3 & — a\b^)c z + ( aib 2 — a 2 bi)c 3 = 

Or\ O'! 03 

*= 办 1 办 2 办 3 (用 （ a ， 6, c ) 表它) • 

C\ c 2 c 3 

显然可見 

(a X 6) * c = (6 X c ) . a = (c X a ) • h = 一 （6 X a) • c =» 

== — (c X 6) • a = — (a X c ) • 6. 

定理 1. (a X 6) • c 的絕对値等于以 or ， 6, c 为边的平行六面体的体积，其正負 
吾的取法如 下：依 c 而立，照反时針方向由 a 到6所扫过的角度小于时得正，不然得 

負 . 

証 .a X &的苌度等于以 a 及 b 为边的平行四边形的面积， • c 等于的苌度 
乘以 c 在上的投影的长度，所以 

(a X 6) • c = ( 以 a ， 6为边的平行四边形的面积 ）X ( c 在 at X 6上的投影)，这 
就是平行六面体的体积. 

从而三矢共面的条件是 

(a X 6) • c == 0. 

总結 得出： 

两矢共綫(或平行)的条件是矢量积等于0,卽 a X 6 = 0. 

两矢垂直的条件是內积等于0，卽 a . 6 == 0. 

三矢共面的条件是 a • (6 x c ) = o . 

a , 6, c 三矢成右旋系統还是左旋系統，視混合积 （ a ， 6, c ) 为正或为負而定， 

2) 三矢量的矢置积. 

定理 2. 

a X (b X c ) — (a • c )6 — (a • 6) c . 

証.此式左边等千 

(«is X (^ 2 c 3 — b 3 c 2s biC\ — byCz — ^ 2 ci)= 

♦ 鴒 5 * 



— (^(^1^2 — ^2^i) — — 厶 1C3) ， a 3 (b 2 c 3 — b，cA — a^Mci — b 2 cOj 

^l(^l — ^1^3) —— 02( 办 2(3 一 ^3^2)) — ((^1^1 + + ^Cy)bi 一 (^i^i + a 2 b 2 + ^C^Ciy 

{a x c 1 4 - a 2 c 2 H™ a^c 3 )b 2 — 4 - a 2 b 2 + a 3 b^)c 2 ^ (^Ki + a 2 c 2 + 办 : 3 ) 厶 3 — 

{aib {+ a 2 b 2 + ^ 3 )^ 3 ) = (a * c)& — (a • 6)c. 

由定理 2 立刻推出 

a X (fc X c) + 6 X (c X a) + c X (a X 6) = 0 # 

3) 四重积. 

定理 3. 对任意四矢量 oe ， 6, c ， 下列恆等式 成立： 

(a X 6) • (c X df) = ° ° a ^ = (a - c)(6 • «/) — (a * d)(b * o)^ 

1 o _ c b • d 

ft. 由混合积的等式及定理 2 我們有 

(a X &) • (c X = (& X (c X )) • a — ((& • </)c — (6 : c)c/) • At = 

=(a - c)(fc ^ d) — (a - d)(b • c), 

定理 4. 对任意四矢量 a, 6, c ， cf ， 下列恆等式 成立： 

(a X 6) X (c X d) = (a, df)c — (a ， 6, c)rf =» 

=(c ， d ， a)b —— （ c ， </ ， 6)a ； 

te. 将 a ， 办， <? ， </ 四矢量的矢量积看作三矢量 a X 6, c, </ 的矢量积，幷利用定 
理2得 

(a X 6) X (c X rf) = ((a X &) - d)c — ((a X fc) • c)cf = 

=(a ， 6, d)c — (a, 6, c)d. 

另一式可用同法証之 . 

如 （ a ， A ， c) # 0, 則得 </ 对 a ， b ， c 三矢量的分解式 

d 〜 m a + (i— rf c ) b 十 （ a ， 6 , d ^c 

(O, 6, c) (a, fc ， c) (<! ， 6, c) • 

这个分解式相当于解三元一次方程組的 Crammer 法則 . 

k 

習題 1. 証明 

a X {b X (c X d)} = (6 • cf)(a X c) — (6 * c)(a X c?), 

(a X 6, 6 X c，c X ct) = (a ? 6, c ) 2 ， 

(a X p，6 X 分 ， c X r) + O X g，6 X r，c X p ) 十 
+ (a Xr ， Axp，cX 々 ）=(}• 

2 . 解释下剡等式的几何意义： 

Ua ， 6, c) = 又 O, 5, c )， 

(a + a' ， 6, c) = (a ， 6, c) + (a’ ， 6, c )， 

(a + Xb, 6, c) = (a, 6, c). 
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§7. 坐标的变换 


現在所討論的 都是直 角坐标系，旧坐标系 {O; H 2}与新坐标系{(/;：^，7’， Z1. 
两坐标的单位矢量 分別为 i , j\k 新 坐标对 旧坐标的位置，决定于以下两个 

因素： 

1°新原点的旧坐标 U，y。， 办）； 

2°新坐标軸与旧坐标軸組成九个角度的方向 佘弦： («,/S, r)» («% r )> («"， 

r, y tf \ 



i 

i 

i 

i 

/ 

k 

< 

a 

J3 

r 

f 

oc’ 


Y 

k 

a f, 




內积表示法如 下: 



y 


•/ • o ” JL 

a — t •*, p = M ， j ， y — i • k ; 

/ •/ * r> / •/ * / ，争 1 

a =j P =i - J , T = J * «； 

a " = V • £， j 3" ^ k * * y " ^ k ^ h m 

任一点 M 的旧矢量表示 r 与新矢量表示 〆 之間有关系 

r =■ r 0 + 〆 ， 

国灰 

此处 r 0 是 OC/，r =( 心 y ， 二）及 〆= (/ ， 〆 ， /) ( 对新坐标)_又巳知 

i — ai + 邑 j 十 yk ^ 

f = at + 芦+ y ' k , 

+ y " A ， 

所以 

x ^ x Q + ax 9 4 - ay + a ” z . ， 
y — y 0 + + j 8 V + 

jsr == 么。十 yx ' + yy + y n z \ 

因此通过新坐标 〆〆 及方向余弦 《, ]3, y . 等可以表出旧坐标 h y , r 来.当 

时， 卽得平面的坐标变換公式. 

由于 i " ,/, h 是单位矢量且互相垂直，可知 

a 2 + 芦 2 十 丫 2 = 1 ， ⑽'+ 郎 ’ + yy =0 ， 

a z + j 3 /2 + y ，2 = 1 ^ a a ' + jS ’ jB " + y y f = 0 ， 

a" 2 + jB" 2 + y" 2 = 1 ， a f d + jS"j3 + yy — 0^ 
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又由 i ， j ， k 是单位矢量且互相垂直，得 

ce 2 + a’ 2 + a" 2 =1 ， + a"/B" = 0 ， , 

jB 2 + JB ' 2 + f 2 =1， 和 + f / + W = 0， 

y 2 + y % + y" 2 = 1 , ya + ya + y'a f = 0 m 

虽然有九个方向佘弦，但是其間有六个关系式.我們可以用三个独立参变数来确定 
这些方向余弦，这参数的取法在不同的場合中可能各异.在天文学及力学中最常用的是 

I - 

Euler 角. 

(*% i ， 灸）与 （ a ， 6, c ) 为两組原点公共的正向三直交单位矢量，現在用三个角 
疔，9,々来确定 （ a ， 6, c ) 对 （I •，乂 A ) 的位置. 

1) 0角. 名为傾角，卽 A 与間的夹角，亦卽 



_ 


2 ) 屮角.名为节綫角，平面与 （ a ，6) 的交綫单位矢量命之为 u ， 則 I •与 II 
的交角就是 ？>• 如果确定 u 的指向是 （ u,Ji ， c ) 成右 旋系統，則 



k X C 


sin 6 


—i cos <p J sin (p % 


3) 必角.卽 《 与 a 两矢量的夹角. 

引进以下的輔助 矢量： 

' 单位矢量》在 （I y ) 平面內，而且与 u 垂直幷使 o , a ， 备)成右旋系統三矢量，則由 
于 U = £ cos<p + jsinqp , 所以 

V = i sin <p — y cos (p m 

单位矢量 9 在 U ，6) 平面內，而且与 U 垂直幷使 ( g ， c ， U ) 是右旋系统三矢量，則 

分 = C X !!• 



或 


先証 c 在 （ I ；， A ) 平面上 • 这可由 a 垂直于( I ?，灸)， c 垂直于 u 得之；由此 

C = I ； sin 0 + 為 cos 6 = (f sin <p — j cos cp ) sin 0 + kco^O 


C = i sin (p sin d — y cos cp sin 6 k cos 
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再証 a 在 （ h ， <7) 平面上.这可由 c 垂直于 （ u ， qr ) 而 a 垂直于 c 得之； 由此 

a = u co$</f — q sin ^ — u cost/; — (c X u ) sin 0 ， 

卽得 

a = f ( cos <p cos c/f + sin <p sin cos d) + sin <p cos</; 一 cos (pcos^ sia<^) — 

一 ^ sin 0 sin 0. 

再由 6 = c X a 可知 

& = l( cos siti(/r — sin <p cos 0 cos0) + y( cos 0 cos <jp cosc/> + sin 0) + 

+ k cos iff sin 0 % 

这样得出了从坐标系 U ,6, c ) 变为坐标系 (i ， J ， k) 的变換公式. 

实貭上，这狴公式可以由如下运动来說明它們.将右旋系統三矢 mk ) 

1) 繞 a 軸轉动角度屮，把（ I •，人 a ) 变为 （ w , a ， 灸）； 

2) 繞 II 軸轉动角度沒，把 （ w ， u , A ) 变为（<7, C , «); 

3) 繞 c 軸轉动角度必，把 （ g ， c ， U ) 变为（《，6, c )， 

則得右旋系統三矢 （ a ，6， c ) (有时9称为进动角，0称为章动角). 

§ 8.平 面 

我們現在用矢量符号来复习一下直綫、平面的性貭： 

在空間取一点 O 作为原点或起点.空間的任意点 M 可以用一个位贵矢景 r == 来 

表它.我們求平面方程，使其經过点 A 4( r Q )， 幷且垂直于矢量命 M ^ rj 为平函上的 

一 变点，則 M 0 M = r — r 0 就垂直于 n ， 也就是 

(r 一 r 0 ) • n — 0 # 

这就是用矢量写出的平面方程，也可以写成为 

r ♦ n = D . 

命 r = ( x , y , jsr ), n = { A , B , C )， 則平面方程为 

Ax + By + Cz = D . 

現在将几种条件下平面方程的表达形式列 于后： 

1) a 知平面过三点 MXr ,-) (纟=1, 2 , 3 )，命 M ( r ) 为卒面上任意一点，則 

(r — 1 * 1 ) ， [( r 2 — ri ) X ( r 3 — ri )] — 0 
或 


X — 

尤 1 

y 

—* ^ ^ 


i 


Xz — 


yz 

—ri 

之 2 - 

一么 i = 

= 0, 

Xi — 

太 1 

y^ 

— y\ 

艺 3 一 




此处 r = ( 欠， y ， 。）， ？%. = y /? Zi) (i = 1, 2, 3). 

2) 巳知 平面过二点与 M 2 ( r 2 ) 且平行方向矢量 n ， 則平面方程为 

n - [(r — r x ) X (r 2 — r x )] = 0 
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或 


X - 

■ 尤 1 

y — 

yi 

z — 

Z\ 

1 •■- 

Xz - 

- 尤 1 

yz 

yi 

Zz — 

之 1 

= O, 


A B C ! 


3) &知平 面过点 Mx ( n ) 且平行于二方向矢量 /! 与 m ， 則平面方程为 

(r 一 ri ) • (n X ni ) — 0 
或 

x ^ xi y _ yr s ^ ss\ 

A B C _ ()• 

B\ Ci 

4) 已知平面与 原点的 距裹为 P 且 垂直于 单位方 向矢量 p a ，（ C 0* fl *， C o » i 3， CO sy )， 則 
平面方程为 

r • p ° «*= p 

或 

xcosa + ycosjB 十 arcosy * p m 

我們已知两平面的交角就是从交綫上一点到两平面內各作一垂後所成的角（或等于 
它的朴角），所以 


r • n ， Z >， r * Hi •== D X9 

二平面的夹角的佘弦也就是 


co*(9 _ ± cos(n 9 Hi) _ 土 
如果命 n « (J ， B ， c )， 叫 _ Ca Xj B u Ci) 7 可知 


n ^ rti 

|n| \n t 


cos 


d = ± 


AA\ 4^ S fli + C C\ 


V(^ 2 + B 3 + C 2 ){A\ -h Bl+ Ci) 


若 X m = 0, 也就是 — =S ， 則二平面 卒行 ; 其逆亦眞 . 

C\ 

若 n • Hi - 0, 則二平面互相垂直，此时 AA^BBt+CC^O ； 
其逆 亦眞 . 

求一 ^ 点 Aio(»*o) 到平面 r 9 n ^ D 的距离这距离也就是 M 0 
到平面上一点 M.in) 的距离，而且矢量的方向就是 /I 的方 



图 27 


向，所以 


MjMq = r 0 一 ri = 士 J 


n 


n 


乘以 n( 內积)可得 


r 0 * n — ri * n = ±d\n\ m 


因 n • n = Z >， 所以 


mm 士 


To m n 一 D 


n 


三张平面 


畚 


n = D, r * f*! = D u r • n 2 *= Z> 3 (n 2 = (A 2 , B 2 , C 2 )) 的交点 
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(欠。， yu ， 怎 o ) 为 


此处 



A 


yo 


会 y 

A 



A , 

A 



A 

B 

c 


D 

B 

c 

A = 

A x 

B x 

Cl 

5 △尤 = 

D x 

Bi 

Cj. 


a 2 

b 2 

C 2 


d 2 

、 b 2 

C 2 


A 

D 

c 


A 

B 

D 

Ay ~ 

■^i 

Oi 

C t 

,= 


B, 

D 1 


A2 

d 2 

Cl 


^2 

b 2 

D 2 


若厶〜0,則三张平面相交于 一点. 若 △ = 0,但 A 至少有一个二阶子行列式不等 
_ A B 

于 0 ,例如 # 0，貝 ij r • n 2 = £> 2 平行于 r*/i = Z > 与 r * n x = D x 的 交綫. 

A x Bi 

若 A 的二阶子行列式都等于零，則三张平面平行. 


§9. 空間直綫方程 


求通过 M 0 ( r 0 ) 幷平行于一个方向矢量 p = ( A ， 〜 I ?)的直綫方程 . 命 M ( r ) 是 
直綫上的任 一 点， M U M = r 一 r Q 与 p 平行，所以 


也就是 


r 0 ) X p = 0, 


: — y — yo _ ^ 

A /* v 

» 

命此式等于則得 

r = r 0 + pt, 

这是直綫方程的参数表达式. 

直綫也可以看为两个平面 


•屯 

• n 2 


D u 

D u 


(ni X n 2 与 0) 


的交綫，交綫的方向 p 垂直于叫与 n 2 ，所以 


直綫方程是 
两直綫 


p ~ Xn% X iijm 

(r — r 0 ) X (ni X n 2 ) — 0 # 

(t — r x ) X a = 0 ， (r — r 2 ) X p 2 


的夹角 9 也就是方向矢量 a ， p 2 的夹角，所以 


命一^直綫 
与一平面 


cos<p = Pi - Pz/\Pl\ \Pz\. 


— r Q ) X p 


—■~ 


m 


n 


， 



的夹角为设，則 n 与 p 的夹角等于90。±0，所以 


sin0 = 土 cos(90° ±0) = n •/>/| n| jp|. 


—点 M u ( r 0 ) 到直綫 （r — n ) X p = 0 的距离等于 

i= 職 1 = ~ 


ri ) X p 

P 



求二非平行的直綫 

(r — ri ) X pj = 0, 

(r — r 2 ) X p 2 = 0 

之間的最短距离，公垂线 f 的方向与尺 X P 2 相同，公垂线 
的长度^等于1^， r 2 的联綫在^上的射影，所以 


d = (fi 一 广 2 ) 


Pi X Pi 

IPx X Pi \ 


补 充 

§ io . 球面三角的主要公式 

作为矢量分析的应用，我們現在証明球面三角学里的主要公式.先固定一个球，我們 
不妨假定庀就是单位球.球面三角学就是硏究球面上以大圓的弧为边的三角形的学問. 
所謂大圓乃指过球中心的平面与球面所交的圓.我們用 a ， 万， 

C 表三頂点，《， j 3, y 表三頂点的对边，我們用 At ， c 表通 
过球中心到頂点 d C 的矢量，他們都是单位矢量.我們 
也用《代表6, c 二矢量所成角的弧度或角度 （ J 3, r 也代表相 c 

应的弧度或角度).我們也用 a 代表矢量<1，6所定义的平面与 
矢量 flf ， C 所定义的平面的夹角的弧度或角度，卽矢量 bxa^s 图 

c X a 的夹角的弧度或角度 （ B , C 也代表相应的弧度或角度) . B ， C ， 《， JB , y 間的 
关系就是球面三角学中的硏究問題.我們現在假定七 S ， C ， 《, 0， Y 都小于 180°. 

定理1 (余弦定律). 

■ 

cos a = cos 0 cosy + sin 0 sin y cos A , 

cosj3 = cosy cos a 十 sin y sin a cos B , 

cos 7 = cos a cosjB + sin a sin j3 cos C\ 

tt . 在矢量怪等式 （a X 6) . (c X rf ) = (a • c )(6 • < f ) — (a • </)(6 • c ) 中取 

a 9 b ^ d , c 为本节开始所定义的单位矢董，由于 、 

I 

a * c ~ cosjB ， a • 6 — cos y ? b ， c ㈡ cosot, 

以及 b • b = 1 ，又矢量 《 X 6 与 c X b 的长度各为 sxuy ? since， 其夹角就萄 a ， b 所 



^ $2 




X 






定义的平面与 c ，6 所定义的平面的夹角，也就是角 S ， 所以 


a X 6) * (c X 6) = sin a sin y cos B, 


于是得到 


sin a sin y cos B — cosjS — cos oc cosy. 


这就是定理 1 中的第二式 . 同法証明其他諸式 . 


定理 2 ( 正弦定律 ). 


sina _ sin jB _ sin y i 
sin ^4 sin B sin C # 


証 .. 余弦公式第一、二式将右边第一項移往左边，然后氽平方差得 

(1 — cos 2 y )(cos 2 a — cos 2 jB) = sin 2 y(sin 2 ^ cos 2 A — sin 2 u cos 2 B^) m 

以正弦代余弦幷簡化之得 

sin 2 a sin 2 B — sin 2 J3 sin 2 A % 

幵方，幷取正号 ( 各角都小于 180 °) 得 

sina _ sin jB 
sin A sin B * 


定理 3( 五元素公式). 

sina cosB — cos j3 siny 一 sin jB cosy cos A ^ 
sinacosC = cosy sin j3 一 sin y cosjB cosA 9 
sin J3 cos C = cosy sina — sin y cos a cos B > 
sin J3 cos A — cos a sin y 一 sin a cos y cos B , 
siny cos = cos a sin j3 — sin a cos jB cos C ， 
siny cos B = cos j3 since — sin /3 cos a cos 

ft . 余弦定律第一式中的 cos)3 以第二式的表达式代入，卽得 

cosa = ( cos y cos a + siny sin a cos B ) cosy + sin jS sin y cosA 9 

卽 

sin 2 y cosa *= siny cosy sina cos B -H sin JB sin y cos A, 

除去 sin-yC ~ 0) 卽得定理中的第四式（当 siny = 0 时， C = 0, a = j3, 
正确）.同法可証其他五式， 

定理4 C 佘切公式 )• 

ctg cc*inj3 =*= cos )3 cos C + sin C ctg A 9 
ctg a siny = cosy cosB + sin B ctg A 9 
ctg 0 sin Y ~ cosy cos ^4 + sin A ctg B ， 
ctg sina = cosa cosC 4 - sin C ctg B , 
ctg y sina = cos a cos B 4 - sin S ctg C, 
ctg y sin j3 = cosjScosd + sin A ctg C • 

ft , 在五元素公式 


定 理显然 


sin a cos B -h sin j3 cos y cos A — cos jB sin y 
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中用正弦定律 sin a - sin Z sin 芦 / sin fl 代人幷除去 sinjS ， 卽得 


siaA ctg B + cosy cos A » siny ctg 珍 , 


卽定理中的第三式 . 同法可証其他各式 . 
定理 5 C 平角公式 ). 


sin —— A 
2 


= / sinQ — y) sin Q — 芦） 


sin j 3 sin y 


cos —— A 
2 


ssa 


sin 夕 sin (ft — a) 
sin j 3 sin y 


tg 7^ 


_ / sin ( p —— y ) sin ( p —— 3 ) 

sinp sin 一 a) 


其中 P 


卽 


2 


(a + ]B + rX 


証 . 在佘弦定律第一式中用 l-2sin^ 代 cW 得 


cos a = cos J 3 cos 7 + sin ^ sia y (1 — 2 sin 




2 sin jB sin y sin 


- z ^ 


2 


cosjBcosy + sin ^ sin y — cosa = cos(jB — y) 一 cos a 


— 2 sin —— O — y + a) sin 一 O 一 y 一 a) — 2 sin — y ) sia(p — 泠 ) • 

2 2 


再以 2 cos 2 


2 


1 代 cos ^, 可以得出 


2 sin jS sin y cos' 


由此可得 


及 


T 


sin A 


cos 


2 


2 


t ? 


2 


cosce — cos(jB -h 7) = 2 sin^ sin(p 一 a). 


sin (p 一 y ) sin (p 一 玲） 


sin )3 siny 


sin p sin {p — a) 
sin j 3 sin y 

sia 〔p 一 y) sin (p — jB) 


sinpsin^p 一 a 


由于 j 不大于 180 ° ，所以仅取正号 / 


系. 


A B _ C Vsin p sin {p —— a) sin (p 一 j 3 ) sin (卢 
8 2 g 2 g 2 sin 2 p 




r) 


11. 对偶原則 


从三个单位矢量 a, & ， c 做出以下的三个单位矢量 6 、 c' ， 它們是与 bxc 9 
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c X G , a X b 同向的单位矢 量* 显然 a ， 6 , c 也是与以 X c' X flf' ， a' X fc' 同 
向的单位矢量. 

从 〆 也得到一个球面三角形，称为原三角形的对偶三角形.頂点角是/， 

B \ C \ 对边是 a , ^, y . 由于 a ', f 各垂直于平面6, c 及 c , a ， 所以 a % f 的夹 

角与二平面 6 , c 及 c ， 《的夹角互补，卽/ + C -= 180°. 同法可知 

a + A 180°, jS' + S = ISO 。， y + C = 180 。； 
a + yi’ = 180 。， jB + ZJ’ = 180 。， 7 H- C / — 180 。， 

将上节的几个基本公式应用于对偶三角形，可得出与之对应的对偶公式.例如，由上 
面的定理1可知 

cos a" = cosjS'cos〆 + sin jS" sin y cos A !, 

因而得出 

定理 1 (余弦定律). 


cos A — - 

一 cos B cos C + 

sin B sin C cos a. 

cos i? = - 

— cos C cos A H- 

sin C sin A cos 卩， 

cosC — - 

— cos ^4 cos B + 

sin A sin B cosy # 


上 节定理 2 所表示的正弦定律的对偶公式也就是原来的公式，卽自我对偶. 
定琨2 C 五元素公式). 


sin A cos j3 = cos B sin C + sin B cosC cos a, 

•雨 

sin A cosy = cos C sin B + sin C cos B cos a ， 
sin B cosy = cos C sin^i + sin C cos A cos jS, 
sin B cos a = cos A sin C + sincos Ceos ^3, 
sin C cos a = cos ^4 sin B 4* sin 』 cos B cosy, 
sin C cos )3 = cos B sin A + sin B cos A cos y, 

上节定理 4 所表示的佘切公式的对偶公式也是自我对偶的. 
定理 3 C 半角公式). 


sm 


a 


2 


cosp cos (/? — A^) 


sia B sin C 


cos 


a 


2 



cos{p —— B ) cos ( p —— C) 
sin B sin C 


tg 


a 

~2 



— cos p cos {p — A ) 
cos(p — J5)cos(p — C} 


此处，十… + c ). 


§ 12. 直角三角形与直边三角形的計算規則 

1 ) 有一个角为 90° 的球面三角形被称为球面直角三角形.取 Z =90 °,由 


參 


55 


攀 


余弦、正弦 定律可以得出 


cos a = cos )3 cos y, sin == sin a sin B , sin y = sin a sin C. 


再由五元素公式第一式可知 


sin a cos B & cos j3 sin y — cos j3 sin a sin C, 

因而得出 cos B = cosJ3sin C* 同法得 cos C — cosy sin 这些式 子可以写成統 一 的 

a 形式： 

Q cosa = sin(90° — jS) sin (90° — y), 

丑 cos(90° — jS) = sin a sin B ? 

cos(90° — y) = sin a sin C , 
cosB = sin (90 。 一 jB) sin C ， 

…「 m y cos (T = sin (90° — y) sin 

图 2 、 这五个式子可以槪括成为下面的几 句話 : 直角被采用，直角的邻边 

用佘边代替，可把直角三角形中除已知角 / 以外的五个未知量排列成为一圈如图.以上 

五个公式可以用一句話表达 : 其中 之一的佘弦等于不相邻于它的二量的正弦之积 . 

在佘切公式中取 d = 90 °，則 

cos C = ctg a tg jB = ctg a ctg (90° 一 j3 )， 
cos 5 — ctg a ctg (90° — y )， 


90 °—^ 


图 29 a 


ctg j3 sin y ~ ctg B 9 卽 cos (90° — y ) 
cos (90 。 一 j3) = ctg C ctg (90 o — y ) # 


ctg B ctg (90° — ]3), 


后二式相乘得 


ctg B ctg C = ctg JS sixty ctg y sin ^ = cos j3 cosy = cos a ( 余弦定律 ）. 

这五个式子也可以槪栝成为一 句話： 五量中任一个的佘弦等于其相邻二量的余切之积 . 
例 1 • 已知 直角边 = 48°27'21〃， r = 求斜边“及角 S ， C. 


由公式 


cos a = cos 卢 cos 7 ， tg B 


tg 芦 

sin y 


? tg C 


tgr 

sin j3 


得 


% 


a = 56 。 15'42 ”， 


64 。 09'42 "， 
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例 2. & 知直角边 y = 37° 5 4'06" 及角 B = 58 。 40'13 〃，求斜边 a ， 直角边及角 


* 


由公式 


tg J3 = tg B sin y ， tg a =* H ， cosC = sin B cosy, 

cos B 


得 


a = 56 。 15'42" ， j3 = 45 0 15'42 "， 


47°3/2l" 


2) 有一边等于 90° 的球面三角形被称为直边三角形 . 取 a == 90° ，則由定理 10.1 


定理 10.2 及定理 11.1 得 
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cos (130° — = sin(B — 90°)sln(C — 90 。）， 

cos(180° — / 8 ) = sin(lS 0 ° — 7 ) sin(5 — 90°), 
cos (180 。 一 y) — sin (180 。 一 j3) sin ( C 一 90°) , 
cos(B - 90°) = sin(180° - j3)sin(180 o - 3 )， 
cos{C — 90°) = sin(180 。 一 7 ) sin(180 。 一 A)^ 
cos( 180° — ^4) = ctg (180 。一 j 3 ) ctg (180 。一 y), 
cos (180 。 一 - jS) = ctg (130° — ^4) ctg (C 1 一 90 。）， 
cos(180° 一 y) = ctg (180 。 一 A ) ctg ( B — 90°)^ 
cos(B — 90°) = ctg (180 。 一 7 ) ctg (C — 90°), 
cos(C — 90。）= ctg (180 。 一 jB) ctg ( B — 90°)• 

因此把五个排成一圈如图，則上面的十个公式也可 
以槪 括为： 任一量的佘弦等于相邻于它的二量的佘切之 
积，亦等于不相邻于它的二量的正弦 之积. 

例 3. 在直边三角形中已知 

J3 = 115 。 50'19 "， y = 138°54,54 "， 

求角及 C . - 

由公式 


180 dj - A 



180。一 浮 


得 


cos (^180° 一 — ctg (180。 一 ctg ( I8G 0 — y ) 


又由公式 

得 


A = 123 。 44'16". 

cos(B - 90°) = sin 〔 180 。 一 jS)sin (180 。一 Z )， 
cos(C — 90°) = sin(180 。一 7 ) sin(180 。 一 A) 

B = 131°32 f 39'\ C ^ l46°52 , 27 / \ 


習題. 有一枚多级宇宙火箭，发射前预测火箭的最后一级将落在下列地理坐标范围 


以内的 地区: 


北緯： 10°20’ ； 11°30 / ; 9 ° y lO f ; 8°5 / 

西經 170°30 / ; 167 ° 55 / ; 166°45 / ; 169°20 / 

(Pi) (P3) (p 4 ) (p 2 ) 

发射结果，其射程达12,000公里. 


将上述四点描在地球仪上，可发現这四个点乃是太平洋中部赤道偏北一个小四边形 



图31 


的四頂点. 

显然，上面所指的宇宙火箭降落地区，是根据火箭发射 
时瞄准的精确程度来确定的 • 瞄准方向在发射点与匕， P 2 及 
^3, 两平面所成的二面角之內. 

(1) 从这个假定出发，我們可反过去推算可能的发射点及瞄 
准方向所容許的最大 偏差. 这一計算虽然比較花时間 5 但不失为 
一 个很好的习題，幷且所要用到的工具全在本章之內，讀者不妨一 
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为之. ' 

(2) 算出可能的发射点之后，計算該点到落弹地区的距离?以与火箭的实际射程相印 
証(地球半径=6300公里). 


§13. 力，力系，等效力系 


作为矢量的背 景資料 ，这儿我們附带地餅些靜力学的知識.讀者如果要系統了解，还 
是閱讀力学教材为妥. 

定义.作用于刚体的力就是一^滑动矢量.所謂刚体就是指受力的作用而不变形的 
物体，或是內部各点的相对位置不会改变的物体.絕对刚体是不存在的，我們用完全刚体 
来代替实物是在形变微不足道的假定下进 行的. 

矢量的方向表示加力的方向，矢量的长度表示力的強弱，也称为力的模度.最具体的 
例子是在弹簧秤下扣一根綫，綫上挂一物体，綫上任一点的原位和挂上物体之后的位置所 
得的綫段就代表这一“力”，它是滑动矢量. 

在同一刚体上加上各种不同的力称为力系.这些力各以 F u - , F n 表示. 

若有两个力/=1， F 2 作用綫相交，則可以把表它們的矢暈順作用綫移到交点，用平行 
四边形法則求出矢量和.这矢量和就代表这二力的合力.两个作用綫相同、长度相等、方 
向相反的二矢量所合幷得出的合力等于0,用在同一刚体上，幷不产生作用. 

由此立刻可以 推出: 相交于一点的三个丸 F 2 , F 3 , 把表它們的矢量順作用綫移到 

交点，則以/为边所做的平行六面体的对角綫就是这三力合并而得出的合力 
(見图 32). 


又如果給定空間一力在其作用点(起点)取三个不共面的方向，我們做一平行六面 
体，以 Z 7 为对角綫，以这三个方向为边，則在各边上都得一力 F u F z , 这三力称为 

F 对这三个方向的分解. 

对一刚体来說，将作用在它上面的力合幷 
或分解，新力系所起的作用与原来这些力所起 
的作用是一样的. 

定义.两个力系怎如果可以用合幷 
和分解的办法把其一变为它一，則这二力系称 

为等效.等效于0的力系，称为平衡力系. 

把一力系中代表諸力的矢量作为自由矢量求和，得一矢量 F , F 称为这系的合矢. 

显然，等效的力系有相同的合矢.一个共点力系一定和一个力等效，这个等效的力就是 

**•*•*•**•• 

F 所代表的力. 

定理* 任一力系一定等效于过三个任意点的三矢量所成的力系（这三点不在同一直 
綫上). 

証.在空間任取不在一直綫上的三点 Oi ， 0 2 , o 3 . 由于 G 的作用点可以沿它的作 



图 32 
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用綫任意选取，所以，/ ^ 的作用点 j 与 Oi ， o 2 , o 3 可以不在同一平面上.作这三点与 
J 的联綫，得 O x A , 0 2 A , 0 , A . 把/\分解在这三个方向上，再把 O t A 上的矢 量移到 0,_ 


点（纟=1，2,3),則任一力 f 可以表为过0 2 , 0 3 三点 
的三个力的和.对于力系中的其他的力，也依上述方法分解， 
使其化为过 O l9 0 2 , C > 3 三点的三个力的和（图 33). 

于是任一力系一定等效于三个共点力系的总力系，而每 
一个共点力系又可以合倂成为一个力.故得定理. 

§14. 平行力的合幷 



图 33 


任意一对作用綫卒行的力一定是共平 面的. 做一条公垂綫，幷移动其作用点，則視此 
二方为同向平行或反向平行一定可以把它們表成为如34图的两种形式之一，就是两个作 
用点在公垂綫上.此时两作用綫間的距离称力力臂. 

定理 1. 命二同向平行力 E，G 的作用点为々，•在為联綫上取一点 
使 

AiClF ,] = CA 2 \ F 2 \, 

則以 C 为作用点 、 Id + | F 2 | 为长度的矢量所代表的力与 f u F 2 二力等效 . ； 



証.在 决 各加一力 P ， Q , 它們的长度相等，方向相反，都在 a x a 2 的延綫上. 
作 P 的合力^^1，作巧， Q 的合力 A ^ D 2i 把这二力都移到交点 <9，因为 P 与 

(? 相消，故在 0点合成一力，其长是161 + | F 2 | ,其向是垂直于 AiA lt 由三角形的相 
似性可知 

CA, _ _|PJ_ CA2 = J_Q1 

oc IFil 5 oc \F 2 \ 9 

則 A 1 C \ F l \ = CA 2 \ F 2 \ t 故得定理. 

同样的，用外分法可以处理反平行力，卽得 

定理 2. 不相等的两个反平行力必有一合力，平行于原力 . R 与較大的力同方向，其长 
度是二力长度之差，其作用点在二分力作用点的延綫上，且对这两点的距离与二分力的大 
小成反比例 • 

当二反平行力的长度一样时，这样的力系称为力偶.用 （ F ，- F ) 表之.力偶无法 

• ■ 
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把庀們合成为一个力，因为一个力表示推进，而一对力偶却产生旋轉作用 


§ 15.力 矩 


我們現在弓 1 进力矩的槪念 . 

設 F 是一力 . 在空間取一点 O, 以 J 表自 0 到 F 所作的垂綫的长度 . F 对 o 的力 
矩是一自由矢量 Af ， 其兵度等于 d\F\, 方向是垂直于 0 及尸所成的平面，幷且依力•矩 
的正向而立，力之所向与时針的轉动方向相反，換言之，命 r 


表由 O 到 Z 的矢量，則力矩就是 


X 



另取一点 0' ，以 M 表 F 对 （ / 的力矩，則显然有 


M 


f x F 


X F + (〆 一 r) X ^ = M + X 



此处 d 是由 V 到 O 的 矢量 . 

一力系 2 ；中每一力对 o 点的力矩的矢量和称为 2 对 0 的合矩，卽 


m 36 


Af = r! X 巧 十 • • • + r„ X 


显然有 


定理 1. 力偶对任一点的力矩都相同（指作为自由矢量来說是相同的). 

定理 2. 等效的力系对一点的合矩是相同的 . 

这可由 r X (R + O = r X Fi + r X F 2 it# 

定理 . 一 共点力系对任一点的合矩等于合力对該点的力矩（卽上公式中取 = r 2 == 
- - r a ), 又合力非 0 的一系平行綫上的力系对任一点的合矩也等于合力对該点的力 

矩. 


§ 16 •力 偶 


本节的目的在于 証明： 凡合矩相同 ( 作为一个自由矢量）的力偶都是等效的.任何两 
个力偶可以合幷成为一个力偶，所对应的力矩也是原力偶的力矩的矢量和 . 

1) 力偶中的力 ■ 和力臂的大小可以任意改变，只要它們的合矩保持不变， 

証 . 在中点 o 加二力 jT 与 一作 f 与 F' 的合力得 (P ， 則少与 一 0 也成一力偶 

i ( 見图 37). 由 §14 定理 1 可知 

* pk \F f \OD = \F\DB^ 







故 



\0\OD = (|F| + \F f \)OD = 
= \F\(OD + DB) = \F\OB t 


取合适的 F' ， 我們可以得出任意长的 0 或任意长的 OD ， 
但不能两个都任意 . 实际上， F 与的矢头在等腰双曲綫 


m 37 ixy = 常数）上 § 
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2) 力偶可以平行移动，卽平行移动后的力偶与原力•偶等效. 



图 38 


証.設力•偶所在的平面是 ii , 我們現在把这个力偶平行移动到 n ' 內.在 / r 中画 
的平行等长綫 CD , 幷于 c：，D 各加—尸的力.由于与 CD 是等长平行的 ，故 
AD , BC 是平行四边形的二对角綫，交于£点.作用于』， D 的两个 一 F 在£点合成 
— 2厂在 S ， C 的两个 + F 在五点合成+2厂这二力在五点相抵消.結果在 n ' 內 
剩下了由原力偶平移来的一力偶，故得定理(若/7 = / T , 則为同平面內平移的情況). 

3) —力偶可以繞其力臂中心旋轉任一角度(在同一平面上），卽旋轉后所得的力偶与 
原力偶等效. 

証.繞中点0把旋轉到 CD , 在 CZ > 的两端各加一力 K 与 一/；. Fi 垂直于 
02?且 | f \| = | F |. 在 50 D 角內作 _ F 与 一 /；的作用綫交于 M , 同样，在 J 0 C 角 
內得交点 iV . 由于 AOBM = AODM ， j\OAN = AOC 2 V ， 故 OM , ON 平分对頂角，卽 
M , O , N 在一直綫上.在 M 点， /：■ •与 — F x 的合力与在 iV 点一兄6的合力对消了，所 
留下的就是以 CD 为臂的力偶 { F u — G ). 



图39 图 40 

4) 任意給了一个矢量 or , 过起点0 作一垂直平面.平面上取一以 O 为中心的綫段 
机 其长为 1. 作此平面上过」， B 两点幷垂直于的二矢 F 与一 F ， 方向相反，其 
兵为 iflt |， 幷照反时針 方向定 F 的 方向. 这样所得 的力偶就是以 a 为力矩的力偶. 

反之，任一以 a 为力矩的力偶，先由 2) 可以把它所在的平面移为上述的 平面； 再由 
3) 把力臂移至上述的 力臂; 最后由 1) 可以把这力偶变为与上述力偶完全相同. 

5) 两力偶可以合幷成为一力偶，前二力偶的力•矩的矢量和就等于后一力偶的力矩， 
証.如果两力偶所在的平面平行，則由 2 )及 3 )可以把它們移成为共平面同力臂的 
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两个力偶.由§ 14定理1我們可以把它們加成一力偶，所得的力矩就是原力矩的和. 

如果不平行，命 L 是它們的交綫.用2)， 3) 与 1) 可以变 L 上单位长綫段为二力偶的 
公共力臂，且二力偶处于同一平靣.于是在此力臂的两端得二力 A 与 F 25 它們都与力臂 
垂直.作尸表炅， F 2 的和，显然（一 F ， F ) 是該二力偶的和.又由§ 15定理可見，二力 



偶的力矩的矢量和就等于二力偶之和的力矩. 

6) 任給一点0,任一力系等效于以 O 点为起点的一个力和 
一个力偶所成的力系 • 

証. 任給一力 F ， 在 o 点添上 F 与 一 F 二力，則得从 o 点 
为起点的一个力和一力偶. 


把力系中每一个力都如此分解，則得一力系，其中是共 o 点的一些力加上一些 力偶, 
将共点力合幷为一力，把諸力偶合幷成一力偶，卽得所証. 

7) 任給一点0,任一力系等效于二力，其一以 O 点为 起点. 

把力偶中一力的起点移到 0点，把0点二力合拌， 卽得所証. 

習題.如果一个力系中的各力，其位置、方向与大小可依次由一平面多边形的各边来 
代表，則此力系等效于一力偶，其力矩的大小等于多边形面积的两倍. 


§ 17. 力系的标准形式 


1) 任一力系等效于一个力和一个力偶，这力偶的力矩与該力卒行. 

钲.由§ I 6 的6 ) ，任一力系等效于一个力/^和一个以 M 为力矩的力偶.把财分 
解为 m +紙， m 与 f 平行，风与 F 垂直.作垂直于 Af 。 且包有 F 的平面 fl ， 在 II 
上作一力偶，其力矩为 M 。， 其一端就是 F 的出发点 O , 則在 O 点的力是一 F . 另一端命 
之为 O ', 如是則本力系等效于 O ' 的一力 F 与以 m 为力矩的一力偶. 

力系的如此表达法称为标准形式，力学中称为螺旋系. 

_ ♦ • • •■會 

矢量 m 与 F 仅相差一常数因子，卽 

pF m . 

这 P 称为螺旋系的参数:> F 的作用 綫称为軸， 



2 )注意 • F 是一个滑动矢量， m = pF 是一个自由矢量，这系对一点 O 的合矩是 
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M — r X F m, 

此处 r 是由 O 到 F 的起点的矢景.上式两边与矢最 f 做內积，可知 

M F - m F - p ( F ^ F ), 

卽 

F/F - F. 

矢量方程 

Nl = r X 7** 4 - pJF 

的 r 作为未知矢量， P 作为未知数，則 p = M - F/F - F 且由§ 5可 图43 

知这矢量方程有解，且解的一般形式是 r = r 0 + tF . 故得 

定理 1 . 給了点 O , F 与 M , 有一个且唯有一个螺旋力系存在，这力系对 O 点的合 
矢、合矩各力 Z 7 , M . 

定理 2 . O 点巳給，二力系对 o 点的合矢、合矩各为 （ F ， Af ) 与則二系 
等效的必要且充分条件是 F == F ]? 

鉦. 由§ 13 的定义与§ 15 可知 ，两个 等效力系的合矩是相 同的； 反之，由定义可知, 
他們有同一的标准形式，故得定理. 

定理 3 . 二力系对一点的合矢 、合矩相等，則对 任一点的合矢、合矩也相等. 

定理 4 . 一力系平衡的必要且充分 条件是 F = 0, M = 0. 若 { f \， 所 
成的力系与 { F ；, •• •，/ ^} 所成的力系等效 ，則 （巧， …， F 。 — F ;， •••， 一 是一平 
衡 力系. 

3 ) 現在硏究一下力系的分类. 

先 从财. F=m - F=p\F\ 2 来討論.如果 Af . F=0, 

則有或 IF |= 0 . 当？ = 0时 ，这力 系等效于一个 
力; 当 | F |= o 时，这力系等效于一力 偶.若 ? = 0 , | F|=o 
同时出現，这力系平衡. 

若 M • F 知 0 ,則有一非 0 的順中心軸的力，还有一力矩 
非 0 的力偶 • 




如果我們把坐标取得合适，就可以把标准力系表达 如下： 取 S 軸的方向就是 F 的方 
向，取 m ^ pF 的力臂就是 a ： 軸，力臂的长度等于1 . 在臂端各装一平行于 y 軸但方向 
相反长度为 p\F\ 的矢量.当 p >0 时如上图，这三个力是 




(0, 0, Z ) 
(1/2, ％ 0) 

( — 1/2， ^ pZ y 0) 


(0, 0,； 
(0, pZ y 

(0， 一 pZ ， 


对 O , y , s ) 的力矩 


{ — yZ 9 xZ 9 0) 

CpzZ 9 0, (1/2 — x) pZ) 
(_MZ ， 0 ， (1/2 + x) pZ) 


§18. 平衡方程及其应用 

1) 平衡方程. 

靜力学的問題一般都可用平衡方程来解决，平衡方程是 
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F - o , 

系 S 中有打个力 F v (l < v < «)， 其作用点各为 （6, 心），其分量为 CX V , Y v , Z tf ), 


則平衡方程可以写为六个方程 


n n n 

x ^ ^ o , y = 2 = 0， z = 2 z , = 0 , 


n 


n 


(y/Z,* — ZiYi) = 0， Wy = 2 ( 方 A — ^$Zi) = o. 


n 


M z = y , {xiYi — y / X /) == 0. 


在实际运用时，妥善地取樂标系統可以大大地化簡. 例如： 

2) 三力平衡的条件. 

我們現在只討論三力中无二力平行或反平行的情況，因为其他情況容易解决. 

由§ 17我們可以取坐标系統使这三力的矢量各为（&，0, 0)， （x 2 , y 2 , 0)， (x 3 , y 3 , 

z 3 ). 因为 x = y = z = 0,所以它們实际上是 (x l9 0, 0), (x 2 , y 2? o ), i - x x - x 2 , 

一 y 2 , 0)， 三个作用点，不妨取它們是 （ A , 0, 0)， (>2, 0,幻 )， <> 3 , 0, A )( 因为 o , y ， sr ) + 
+ 又（ X ， y ， Z ) 都可以作为作用点）.由 Mjp = My = Mjy = 0 可知 

(J 3 f 3 一 sr 2 )Y 2 = (么 2 一 ^Xi — sr 3 Xi = (r 2 — ^3)^2 = 0 . 

由于今 0, 故 Sf2 = 5T 3 = 0, x z = x 3 , 卽得共点于 U 2 , 0, 0) 的三力(如下图). 


F 2 (X 2 , V 2 ,0> 



F ^ xuo.oy 


F 乂 - ( JC1 + X2 、， 


图 45 



把 f 的起点移到/^的終点，把/^的起点移到 f 2 的終点，則易見的起点是 f 的終 
点，成一三角形，边角关系有 


因此得出 


3) 約束力. 


161 ■一 

=|F 2 | ^ 

」 F 3 | 

sin ft 

sin 芦 2 

sin JB3 

|F X | „ 

_ IF 2 | „ 

= IFsl 

sin ^ 

sin a 2 

sinaa 


凡可以无限制地卒行移动或者轉动的一个貭点或者一个体，叫做自由点或自由体. 


如不能如此，則說它受有拘束，如算盘上的算珠就是有拘束的.約束的力学效应可以用一 


些被动性的力来代替，这些力叫做約束反作用；因此我們可以把不自由的刚体看作自由的 


• 制 ， • 



刚体，只要把它从約束中解脫出来而以約束的作用代替約束的效果. 

約束 公理： 可以把任何不自由的刚体从約束中解脫出来，只要以約束反作用代替約 
束的效果，而把該物体看成是在施与它的主动性的力和約束反作用力共同作用下的自由 
刚体. 

在所有的情況下反作用的強度和方向的决定都依賴于作用于物体的主动性的力. 

例.有一根重量是 P 的均勻杆子，两端 j 与 B 分別与水卒 8 
的地板和鉛直的墙壁 Oy 接触.接触面間幷无摩擦作用，杆上 
D 点梭一根縄子 5 連在 O 点.已知杆长« 2/，和地卒面的 
交角是《，縄和地面的交角是 JB. 試求縄的张力. 

AB 的中点为 C ， 扣縄处命之为三个限制可以如3， 
b 9 d 处三个力表示它們，也就是加上这三个方之后連原来的重 o 
力便得一个自由体了.这四力的情形 如下： 





( 0 , : 
( X , 
( 0 ,, 
(A cos /3, 


sin. 


2/Y cos 
-2/Xsin 
IP COS i 
0 


由于平衡，最后两栏相加得0,故 

X —— 义 cos ]3 ， y — 一 P — 又 sinjB ， 

2/Y cos a 一 21X sin a + IP cosa — 0, 

卽得张力 

又 = P cosq 
2 sin (a — )3)_ 

若 D 在 C 下，則 《>|3. 問題有解答.若 D 在 C 点，則张方无穷;換言之，縄索无法繃 
紫：若 Z? 在 C 上，张力为負.如要阻止滑动，我們不是用縄拉，而且应当用杆頂了. 

A ， >8二点之力也可算出.但在一 * 般的情況中3反作用的力是不一*定能够完全确定 

的. 



图 gi 49 


4) 平衡条件, 







我們也可以用約束 方的性 貭来看出卒衡所需的条件， 

(1) 有一固定点的刚体的平衡条件. 

不妨假定这点就是原点.任何一个力■系如果可以化为一个通过 o 点的力，則此力系 
一定使此物体平衡.而一力通过 O 点的必要且充分条件是对 O 的力矩为 0. 因此，有一 
固定点的刚体的平衡条件是这力系对这0点的合矩等于 0. 



(2) 有一 ■■固 定軸的刚体的平衡条件. 

可以沿軸滑动，所以任何与軸相交且垂直的力是不能动搖这个刚体的.取固定軸为 
* 軸，直交于 x 軸的力的形状是 

起点0, 0 , 0 ), 矢量（ 0, y，z). 

一批这样力所成的力系有萌个性貭 ： x = o 与 m x ==* o . 这也就是一方系加于这刚体而 
平衡的 条件. 

(3) 軸上每一点都固定的刚体的卒衡条件. 

討論有二固定点的情況与此完全相同，所以我們可以用 （ 1 ) 来处理. 

(4) 放在水平面的自由物体的平衡. 

有一桌子，它的三条腿在/， B，C 三点站在平面上.諸力 如下： 


■BHHH 

■B 

■ 



力 


矩 

■ 

点 

的 

力 


0, 

0) 

(0, 

a 


(0, 

o . 

0) 

■1 

点 

的 

力 

(0, 


0) 

(0, 

H 


Oz 3 , 

0, 



点 

的 

力 

0*， 

b . 

0) 

(0, 



(6 Z 8 , - 

•必 ，0) 





桌面重心 


H 

BH 

(*， 

本 

9 

0) 


最后二栏加在一起，結果为0,我們可以唯一地算出 Zu z 2 , z 3 . 而沒有平衡条件，这就 
意味着，桌子总是平衡的. 

假如在同样的情形下，取一个四脚桌子，則未知的反作用有四个，而方程只有三个，因 
此問題在靜力学上不确定， 
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第三章函数与图形 


§1•变 量 

在自然現象中，我們經常遇到不同的 量:如 时間，长度,重量，溫度等等.任一神量，按 
照不间的情況，有时取不同的数値，有时一成不变.前者称为变量，后者称为常量. 

常量变量丼不是絕对的，情现变了 ，常 量可能轉化为变量，变量也可能轉化为常量;幷 
且有的时候，如果变化微不足道幷不影响我們的結論时，我們也可以把变量当作常量来处 
理、 

在測量物体重量时，必須辨明是否在同一地点同一高度进行，在同一地点和高虔某 
一物体的重量是常量，如果改变到不同地点或高度便成为变量. 

某些量的变化往往依賴于另一些量的变化而定，后者称为自变量，前者称为因变量. 
关于自变因变之分也幷不是絕对的. , 

以上所說的重量的变化是由于重力加速度改变而产生的，重力加速度的改变4由于 
地点(緯度)不同和高度不同，地球轉动的离心力和地球的吸引力不同的緣岐.因之，緯度 
和高度是自变数，它們变了，重量也就跟着改变了. 

变量有时可以毫无限制地取实数値.例如 :时間 £的变化可取任何实数値.有时要 
受某种限制， 例如: 温度的变化不能低于 -273- C . 还有时只允許取自然数，例 如:城 市届 
民数，定体积气体內的分子数等. 

适合于 a < x < i > 的全部实数称为一个閉区間，以 表示； a < xCb 称为 
幵区間，記为 （〜&); 也可以有半幵半閉的区間 a < x < b 或 我們分別記 
为 U ， 幻与 U , A ]. 通常，变量是在某一区間內变化的. ' 

我們有时用 U , + C0) 表 x 在不小于 a 的范围內变化 ，同 法定义 00 ) ， (-00, b \ 
与（一 00 , 00). 


§2.函 数 

在实际問題中，变量时常不只一 ■个， 而是几个.例如：著名的 Boyle— Mariotte 定律 
是： 在温度不变的愦況下，理想气体的容积与压強成反比例.用 P 表 座強， P 表体积，則 
有 

pV = C (常量 )• 

当压強 P 定了，体积也就定了，所以 P 是自变量而 F 是因变量.但是我們也可以先有 
了体积而求出应有的压強久如此，則自变、因变的关系就反轉过来了。 




常量 C 也是踉着客現情况而 变的: 当温度变了 C 就变，物貭換了 C： 也变.在摄氏0° 
时,对一千克空气来說， C = 273 X 29.27. 而当温度是了冗时，我們就有了 Clapeyron 
关系式： 

pV = 29.27(273 4- T). 

如此可以把~ f ，r 三个变量，任取其中的两个作为自变量，一个作为因变董. 

另一方面，我們在应用 Boyle-Mariotte 公式时，还須注意这个公式的施用范围.一般 
說来，从1个半大气压到8个大气压这公式是可以很好地表达眞实情洗的.但是在压強 
很大时，这一 1 公式是有很大偏差的.換一"句話說，在写下 Boyle-Mariotte 公式时，最好注 
明公式的适用范围.例如写一个 VA <p<s 来表明变数在此区間內变化.在一定的 
溫度下，我們有較精确的 van del： Waals 公式 

(穸+会 ) (P — 彡卜常数， 

其中 〃，6是改正数.这公式中当然也呵以把/V与 F 互相看为自变量、因变量.但有一点 
必須指出的是当 P 做自变量的时候， F 可能有三个数値. 

因变数就是面数，或称为自变数的函数.因变数的値由自变数唯一决定的称为单値 

■ . t _ 

面数，非唯一决定的（如上所指 P 有三个数値）称为多値函数， 

自变数 的选取，有时是任意的，有时是为了方便.但在大多数情况下，要以硏究的目 
的为依裾.例如，在物理学上我們有气压公式 p = p Q e ^ h , p Q 是在海平面时的大气 
压，々是某一常数， A 为高度.根据这公式，户是 A 的函数.但是当飞机师用压強来判断 

高度时，他就用 A = +log(/^//0 的公式 

k 

§ 3•隐面数 


任一自然規律，給出一个現象和另一(或另一些)現象的关系，于是就建立一个量与量 
之間的函数关系.因而也就把其他科学部門中从客覌現象所提出的問題，轉化为数学問 





如果某函数（就是因变数）可以由自变数通过数学演算来直接表达，則叫做显函数. 
例如在定溫下，用压強 P 作为自变数，气体容积 r 的表达式是 


£ 

P 


故 P 是 P 的显面数. 


又如三角形的阏适尖是 d 与心夹角是^刖三角形的面积 


是〜 的显面数 4 
有时我們用 


A ——— ab sin& 
2 


y = /W 
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来代表不很容易或不可能写出的函数关系. y 是自变数=的函数， f 表 y 对^的关系的 
符号，在考虑几种不同函数的时候，我們用不同的字母来表示对 x 的关系： 

KO ， fW ， <pOO 

等等. 

多变元的函数写成为 

V = F(x^ y, t) m 

这表示〃是变数〜 y ， 的函数. 

当欠， y ， ，取特殊値知， y 。， 办，4时， p 所得出的値称为面数在 f = A , y = y 0 . 


0 


化时的函数値. 


A 的数値是 



2 


例如， A = ^ ab sinOy^i a = 1 9 b = 2, 0 = 45° 时函数 

2 


若一个函数不是通过自变量直接表出，而只有一个方程表示函数値和自变董的値的 
关系，就叫做隐函数.例如，变量 y 与变量 r 适合方程 

y 3 ~i~ xy + — 0, 

則 y 是自变量 f 的隐函数.另一方面， r 也是自变量 y 的隐函数，如 van dei: Waals 公式 

+ y ^) ( v — 办、 = 常数， 


F 就是 P 的隐面数. 

实际上，显函数和隐面数幷沒有多大界限，有时可以从隐函数解出显面数来.但是， 
一 般餅来，解一个方程幷不容易，因而发生了一些用隐函数(也就是不解方程)直接处理問 
題的硏究. 

上面所餅到的是自变量与因变量均取实数値的情洗.在数学及其各方面的应用中， 
經常会遇到另外两种重要类型的函数，卽自变量取实数，因变量（卽函数)取复値的情況与 
自变量、因变量都取复値的情況.前者将函数値分为虛、实两部分，实际上，就相当于一个 
实变数的两个实函数.后者把自变数 ^ = x + yi 的虛实部分看成两个自变数，而函数 

就变为两个自变数 t y 的两个函数了. 例如，故可以写成为 «. = « + iv , 
s = x + yi 9 貝 'J 

u = x 2 一 y 2 , v ~ 2xy 9 

卽 " 是二自变量: t，y 的函数了. 

今后在很苌一个时期，我們将討論实变数的实函数.許多結杲都极易推到实交数的 
复函数的情艽.至于复变数的复函数的情況，有不少特殊的內容 a 将在本书第二卷中討 

論. 


§4. 面数的图表法 

設 y = Kx ) 是自变数 AT 的函数（或者隐函数龄式 F ( x , y) - 0). 我們用 r 軸表 
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自变数，用 y 軸表面数値，則对应于一个欠的値，有 y 的对应数値.这样的 （ r ， y )«- 
==<>，/(>))就成为卒面上的点，当 X 变化时，就在平面上画出了曲綫.这曲綫就被称为 
面数 y ==/ W 的曲綫.曲綫上的坐标都滿足于方程，反之，凡是滿足于方程的数値（七 
y ) 都在这曲綫上. 

在描繪曲綫的时候，我們应当选择适当的尺度. X , y 的尺度可以选择得不一样，使不 
至于把图画得太苌太扁或画出紙外 • 

f 

这种方法 —— 沟通代数与几何的方法，建立起代数与几何的紧密联系.一方面，可能 
由几何軌迹来表示分析的关系，来看出变化的 情況； 另一方面，也可能由代数演算来求几 
何问題的解答.这就是 Descartes 首創的解析几何. 

在实际情況中，往往是从实驗中先得出一批数値，再把这些数値画在方格紙上，然后 
硏究能否归納成为一个 方程. 这样的方程称为經驗公式.得到了經驗公式之后，一方面 
是从理論上找根据，另一方面是再到实驗中去考驗这公式，看它能不能符合客規事实. 


例如，我們先做一个实驗，取 8 [升]气体，其压強是？ = 1 [气 S ]， 其温度一定•我 

2 

們改变压強使它經过一組数値，例如 p =丄， 1， 土，2, …， 幷量出相对应的气体的体积 
V ,刻成下表 


气压 P 

丄 

T 

1 

4 

T 

2 

4 

8 

体积 P 

8 

4 

3 

2 

1 

1 

■ 1 | i ■ 

2 


因而归納出 Boyle - Mariotte 定律 

pV =常量 • 


把这一公式在实驗中考驗.在高压时，找到了不符合事 
实的情況，因而有 van der Waals 的改进公式. 



§5* 儿个初等函数 

I )寡西数 • 我們現在来硏究函数 


y = ax n j 

此处 a 与《都是 常数. 这一函数称为冪 函数. 

我們作 a = 1及 X 取正値的图形 • 无論?7取什么値 ，X = 1时 ， y =，= 1. 所以， 
所有的曲綫都經过（1， 1). 当》取正値而 x > 1时，則》愈大曲綫上升愈快（图 52) .当 


»取負値时， y =尤”相当于分式，例如 ， y = ^-2 = ±当•丈增加时， y 要減小.这些曲 

X 2 ~ ' 

綫叫做多态曲綫，热力学中常遇到它們（图 53). 

其中 n = 1及 ” = 0是两条直綫： y = r 及 y = l . 又尤 =i 也可以看成为打 
趋向无穷时多态曲綫族的极限綫. 
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y 



图 52 图 53 


2) 指数函 数1 函数 

y — a x (a > 0 ) 


称为指数函数.如果 a > 1，則当 x 朝正方向趋向无限时， y 无限增大，而当 y 朝負方向 


趋向无限时， y 趋向0,当 a < 1时，情況与此相反. a = I 时，得直綫 y = 1. 指数函 
数的图形如下，注意曲綫必定过（0, 1) 点： 



图 54(1) 图 54(2) 

3) 三角面数.六个三角函数 

y = sinXy cosx y tg x 9 ctg sec esc x 

都是所謂的周期函数，其中 自变数 我們用弧度来表达.角度与弧度的关系是 ：角度 是把整 
个的圓周角分为360°，而弧度是以单位圓周上的弧长来度量角的大小的.单位圓的周长 

V 

是以，我們就以 h 来代表360° ? 代表平角180%三代表直角 90°. 

2 

图55是正弦函数 y = sin x 的图形，这图形 显然有 sin(^-h 2^)-= sm ar , 2 jr 称为 
周期.換言之， siiu 的数値經过 2; c 之后周而复始. 

由 cow = sin +三) 可知，把函数 y^sinx 的图形 順着尤 軸左移一 就得到佘 

\ 2 / 2 


弦 y cos x 图形（图 56 ). 



4) 反函数.函数 y = ；fOO 是以丈作为自变数， y 是因变数， y 是 r 的函数 fO). 
反之， * 也可以看成为 y 的函数，这样的函数称为原函数的反函数. 

例 1. y = 十 ■■ 〜 ad — be ^ 0, 它的反面数就是 a: = 办 —人 

ex + d a — cy 

例 2. y ~ x 2 的 反面数 x ^ 或 at = — y * (見图 .61). 

指数函数的反函数称为对数函数，表为 y = logW . 它的图形如图 62. 

一 般說来，把原函数图形从紙背面看，把 f 軸与 y 軸互換就得反函数的图形了 . ： 

三角函数 

sinar ， cos ^, tg x , ctg x , sec x 9 


正切 y = tg ^ r 的图形，是由一串全同的互相分离的无穷支綫所組成的.每条支綫的 
寬度是 A 換言之，正切萆以 K 为周期的函数（图 57 :). ' 

由 y - tg + y ) 可知，余切的图形可由正切的图形沿尤軸平移且 

以 * 軸为鐃子反射而得(图 58). 



图57 图58 


图59是正割 y = secr = ——的图形. 

C0SX 

余割 y = CSC 九 * = sec & — 可由正割經平移而得（图 60). 
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CSC X 



















的反函数記作为 

sin -1 Xj cos ' -1 x , tg-i 尤 , ctg -1 x ? sec "" 1 x , esc "* 1 x m 

或称 arc sin x 等等. 

我們仅解释一下函数 sin—r (图 63). 它的图形在 - l < x < 1之間，給与 X — •个 

値， y 有无穷多个値，因而是一个多値函数.当我們画出了 一 的部分，其他 

2 2 

部分就显然可以得出了. 

以下把 cos " 1 x (图63)， tg~ l x 5 Ctg -1 A ： (图64)， sec — x，esc 一 5 ^ ( 图 65) 的图画 出. 



图 65(1) 图 65(2) 

§6. 函数的一些簡单特性 


在以上所硏究的函数中，已經可以看到函数的一些簡单特性. 
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奇函数 y = fM 是适合于 K 一 4- /GO 的函数.也就是說，画出图来是关于 

中心对称的. 

例如 ，V = X 3 , y = sin x, y ~ tg x 等等. 

偶函数 y = fM 是适合于 K~ x ) == 的函数.也就是說，画出图来是关于 y 
軸对 称的. 

例如 ， y = x 2 s y = cos a : 等， 

不难証明 ，一 多項式是奇函数的条件是它的每一項的次数都是奇数，而为偶函数的条 
件是它的每一項的次数都是偶数. 

除0以外，沒有旣是奇又是偶的函数存在. 

又任一面数 fOO 都可以分解成为两部分，一部分是奇的 ，一 部分是偶的.也就是 

fix ') = — (/(ar) — /(—ar)) — (fOO + K— 尤)). 

2 2 

增 面数. 在区間 U， 幻中，如果当 r > V时 fix ') > Kx f ) 則称 fOO 在1>， A] 中 
为增函数，或称单調增 函数. 同法定义滅 函数， 单調增、单調減的面数统称为单調 函数. 
例如，在(0, 0內 sin ^- 是增面数.但在 4內 sinx 就变为減函数了. 

当*>0时； c 2 是增面数，而当 ： t<0 时 W 是減面数. 

由增到減可能出現峯頂称为极大値.由減到增可以出現谷底称为极小値. 

連續性与間断性.由 y = sin^, y = 等图形上可以看出一个性貭，就是就图形 

来說它是一条不断头的連績曲綫.在 y ^ tgx 中就有另一特性出現，在 一 与复之 

2 2 

間是連績的，但是在 x = ~ 这一点，这曲綫变为无穷，但这面数在I的左边愈近于 

2 2 

tgo: 的値 愈大； 而在三的右边愈近于I， tgr 的値愈小.这一現象是間断点的一 
2 2 2 

神，現在再举几个間断性的例子. 

例： u 命表 x 的整数部分或最大的整数< x 者. 这 面数在 所有的整数点是間 
断的，在其他点是連續的 C 图 66). 

例 2 . 面数 

X 一 [JC] 一 

2 
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是一个在整数点不連績的函数，幷且以 1 为周期，它还是奇函数〔图 67\ 


§ 7.周期函数 


上节所討論的三角面数都满足下述性貭： 

sin (a; + 2jt) = sin. cos (a: + 2 tc) = cos tg (ar + 2r) = tg x % 

这样的函数称为以 2; r 为周期的函数.更一般些，有以下的 
定义 • 如果有一实数如妾0,使对 任意尤 常有 

Kx + a>) = fO )， 

則 fM 称为以《为周期的面数. 

不难看出，如果与^ >) 都是以 w 为周期的面数，則它們的和、差 、积、商 （除去 
分母为0的諸点外)仍然是以 co 为周期的函数. 

定理 1. 多項式不能是周期西数. 

tE. 一次式 ax + b {a # 0) 不是周期函数，如属不然， "E 有 一 周期0)，則 

aCx + a>) -b b ^ ax ^ b, 

这是不可能的. 

現在对多項式的次数行归納法.如果 f O) 是《次多項式，而且以 a) 为周期，則 

/(JC + ft)) 一- fix') 

是一个— 1) 次的多項式，它仍以6>为周期.这是不可能的，所以定理眞确. 

一 个函数是否能有两个周期，換言之，能否有两个实数 M 与 a/ ，使 

fix -h o>) = /(y), f{x 4- = /W. (1) 

我們現在分两种情况来討論： 

1) a)/a> ， 是有理数 pjq. 假定〆 穿是旣約分数.已知有二整数使 


T =° <!>/ p = 

而 


pr — qt = 1. 


o> 7 q. 由⑴推得 


f〔x + ru) — tta^) 




fO )， 


roy — toy 




卽 f00 以 r 为周期.如果 f 00以 r 力周期，則 

f (尤 H- «) = f(x 4 - pr) = fO )， Ka ： + a/) = /(a ： 屮 《 r ) = K 怎）， 


自然而然地 /(>) 以 a，a/ 为周期了. 

2 ) to/io 是无理数.由第一章§ 13 可知，有二整数？，彳使 

<o q q 1 ’ 

卽 


geo —— pay 




■ 


广 
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所以給了任意小的6(>0)，我們常能找到7与？使 

I qta — pu) I <C e, 

而 r = 也为一周期.換言之，如果 / O ) 有比例为无理数的二个周期，則它有 

任意小的罔期 • 

例如，定义 

,、 r 0,如果尤是有理数， 

1 ( x ) ^ lu 如果-是无 理数. 

这个函数以任意的 有理数 为周期 • 

§8. 复变数函数表示举例 

命 J3T = r + * y ， w = u ，現在討論 

to = Kz ) 9 

式中的 s 是平面 U ， y ) 上的一点.我們不可能在一个平面上来表达这一关系.但是我 
們可以用两个平面上的相互关系来表达这一函数.例如，在 O , >；) 平面上画平 行于丈 
軸， y 軸的直綫时， （《, 〃） 平面上对应的图形怎样，或者在 （《, 〃） 平面上画平行于《軸， 
"軸的直綫时， （〜 y ) 平面上对应的是怎样的曲綫.我們幷不准备深人討論这一問題, 
仅举一个簡单的例子 ： 

命 w = 卽得 

u ~ x 2 一 y 2 5 v ==* 2xy m 

当 r ==抑固定时， 

U^xl- (―V 

V 2 V 

是一抛物綫，卽当在 （ f ， y ) 平面上画綫 x Q 时，在（《，卒面上得出 一 条抛物綫. 
而当画直綫 y = y a 时， U ， 平面上画抛物綫“ =(―) 2 - yl 

又当 w = “0 时， （尤， y ) 平面上國双曲綫尤 2 — y 2 = «。，而当 " =%时，貝! J ( of , y ) 
平面上画双曲綫邛= 

2 
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图 68 


图69 




§ 9 .迴归直綫 


自变量与因变量間蕞簡单的关系为綫性关系，卽表示自变董与因变量成比例的性 
貭.由試驗的記录，在图紙上得到一系列 的点； 为了硏究一个綫性的函数关系，我們希望 
得到一个近似的經驗公式，就要作一条直綫.若沒有一条直綫过全部作出的点，則只好作 
—条直綫，使在它两側的点都离它充分近.但什么叫做充分近？得有个标准才合适！ 

对于不很精确的硏究，往往采用“紧縄”法，就是用一条縄手拉直了試着比，使两边的 
点的数目相等.作好直綫之后 ，苒 直接量一量，就可确定它的方程： 


这就是經驗公式， 
例如，給出数据 


y ax ^ h m 


0.212 

0,451 , 

i 

0.530 

0.708 

0-901 

3*721 

3,779 i 

3-670 

3.910 

4.009 




.871 


4*350 


得到經驗公式 


t 

y 〜 0.375 r 4- 3.65 表示近似相等 ）• 


下面我們来介紹就計学中常用的迴归直 

綫. 

从实驗中得到自变量 z 与因变量 y 的一 
蛆 数据： 



y ： yu 

求直綫 
使均方差 

迭到最小. 



将 Q ( a , b ) 展开，幷凑平方，得 


图70 


^- * ^ r» 

+ na z — 2b S 







=(a + ~ y ) 2 + a 2 x b 1 -4* (S\ 一 2b^ xy — + bx — y) 2 + 
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此处 



^xy 





n 


2 (a — — ？)• 


因此当 



时， b ) 最小，我們称直綫 



炫 XV 



O afV I — zT rV — 

y ~ — ^ x y - 

<rl 


为迴归直後，或改写为 


争 # ■擊 


,十0 一幻， 
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Txy 


tT 




<w 


下面我們来氽直綫，使各点至該直綫的垂距的平方和最小. 
定理 1. 命 d 与丑表 实数.对于所有的实数0常有 


命 


一一 A 2 4 - B 2 ^ A cosd + B sin 9 ^ A 2 + B 2 , 


cos 少 


V ^ hTb 5 


sin 0 


B 




^A 2 + B 2 


仅当0«少时，右边的等号才有可能;仅当 8 =伞+兀 时，左边的等号才有可能 


4 E . 由 


AcosO + B sin 沒 
^/ a 2 + B 2 


cos</fcosd + sin i^^nO = cos (少 一 权 ) 


卽得定理 1, 


定理 2. 命卓 B，C 表实数，对所有的实数0常有 


A + C 
~2~ 



2 


< 


命 


cost 


A — C 
2 

A^r C 
~ 2 ~ 


A — C 


^ A cos 2 6 + 2 B cos 6 sin 0 -¥ C sin 2 0 ^ 



A — C 


蠡 


^AB 2 + (j — C ) 2 ? 


sinr 


2B 


aAs 2 + (Z — C): 




仅当20 = r 时，右边的等号才有可能，且仅当 20 ==r + # 时，左边的等号才有可能. 
必須注意， B = 0, A = C 的情況必須除外，該时对任一 0皆取极値. 


証.我們有 


A cos 2 0 + 2 B sin 6 cos 8 + C sin 2 6 — 
j C ■ 2S sin 0cos0 + --- (cos 2 6 一 sin 2 0) 




2 


2 


2 


由定理1可以推得本定理. 


j ’ Bsiii 2 沒 + -- — cos 20 fc 


2 


給定〃个点 




(%1 ， yi) ， （尤 2, yz)y … ， （ A ， Vn) 


求这样的直綫，使这些点到这直綫的距离的平方和最 /J、, 


命所求的直綫的方程为 


x cos 6 + y sin 6 — 夕 = 0, 


点 （ A ， y / ) 和这直綫的距离等于 


%i cos 0 + y; sixid — p m 


所以諸距离的平方和等于 


n 


S (^XiCQsO + y{ sin 0 一 p) 2 




np 1 — 2p Xi cos 6 + 2 y*’sin0) + x) 

+ 2 (自 cos 6 sin^ + sin 2 0 = 


COS 


2 


n 


n 


n \p ~~ ~ 2 x,cosd — 七 2 y / sin 0) + (习 Xi — ^2]々)) 


COS 


2 


6 + 





n 


n 


2l^i Xiyi — — x i y/) cos 0 sia 6 

n TT* fri / 



y? 




sin 2 0. 


由定理 2 可知，上式最后三項的和的最小値是 


此处 



( 2 ) 
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(3) 

(4) 

便使前式达到最小値. 

定理 3 . 我們給 了”点 u， yi )， •••， 0 „， y „). 依公式 ( 2 ) 作出 Z ， C， 再依公 
式 （ 1 ) ， （ 3 ) 及 ( 4 ) 定出 0 及内，則直綫 

sccosO + ysin 0 = p 

有这样的 性貭： 》点到这直綫的距离的平方和最小. 

这直綫的方程式也就是 


于是取 

及 


2 d 


n 


n n 

p ^ XjCosO + — y { sin 

n n ；^1 


y — 


X — 



cosd 1 — cos T 一 -h C + - v /( A — C ) 2 + 4 B 2 
sin 0 sin T 2 B 


我們用表 


則直綫方程变为 


此处 


^(0= 釭土 … 

n 

y — ^(y) _ — a 4- y + -y/(a — tO 2 + 4jB 2 
x — <7(；0 2j3 


a = < r (^ 2 ) 一 （ tfOO ) 2 ， 
13 = <^{xy) — 

7 = tf ( y 2 ) — O ( y )) 2 . 


但必須指出，当 S = 0 而 2 今 C 时，我們所求的直綫就是 


X = < tOOi 

又如果 s = 0, A - C , 則任意一条通过00)， ey ( y )) 的直綫都有同样的性貭(例如 
取四点（0, 1)，（1，0)，（ I )， 一 1)，（一1，0)乂 


§ 10- Lagrange 插入公式 

上节 B 經說明过，我們用直綫 

y — ax b 

来做出經驗公式.这种方法无疑地在很多情況下不能符合客覌情叉我們有时用多項 
式 

y = a 0 x n -h aix ^ 1 + • . . + a„^x + a n 〔1) 

来接近客观的曲綫. 

如果知道了 y = fM 的》+ 1个数値: 

yo = K^o), yi = /Oi)，• • . ， y* = /0 »)， （ 2) 
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我們可以定出一条形状如 （1) 的曲綫經过这 n +1点.我們知道，这样的多項式只可能有 
—个，因为如果另一个次数不超过 n 的多項式也滿足同样的要求，那么二者之差在 n +1 
点上等于0,而其次数不起过〜故其系数非全为0不可.也就是說，幷不是“另一个”. 
这个曲綫的导出方法如下 :先 求一条曲綫使 

1 = /(r。)， 0 = Kx x ) 9 ■••，() = Kx n ) m 

这多項式 Kx ) X l9 •• •，〜 为根，所以 

ZOO = -(x — x n \ 


再以 X = Xq 代入，立得 


由此可知 


/( X ) = (欠一 •(欠— 

一 欠 1) •■- (^o — x n y 


L (^) 


= K ^ o ) 


(: r 一 Xi) * • • (y ^ x n ) 

(^0 ~ xr) - •(Yo 一 Xn) 


+ f { xx ) 


(x — x {) )(x — r 2 )， • 一 y”) 
C^i — ^o)(^i ~ ^2)^ *(^i — x n ) 




{x 一 Xq) ( X 一 Xi) • • • ( X 一 X n ^i) 

( 〜一 x Q )(x n — &)• • ^{x n — x n ^i) 


就是通过 （ 2 ) 中 


n + 1 点的 n 次曲綫. 


如取等分点时，公式还可以 化簡: 


这个公式称为 Lagrange 公式. 


X\ ^ x 0 x 2 — x Q 2d^ m • 9 y x n — + ndj 

則 

n\d v 0 \n J x 一 Xu 

此处 = (x — x 0 )(:——&)• • -(尤 —x 霣 ) • 

关于实际求出 L ( x ) 在 r 点的数値，我們运用如下的表格： 


Xo — x y 0 

^1 ~ ^ yi (y 。， y%) 

x 2 — X y 2 (yo, yz) {yoy yu Vi) 


x y n (y 0 , y n ) (y 0 , y" y«)- **(yo ? Vu … ， Vn). 

具体的算法是一列一列地进行，第一、二列显然不必加以說明，第三列由公式 


( y 。， yk ) = 


(^0 — x ') y ^ — ( y 々一 y)yo 
(^0 一 x) 一 一 x) 


( 1 ) 


算出.这就是在过（〜外）与 0^， w ) 的直綫上与 T 对应的 y 的数値. 第四列 由公式 


( y 。， yi ， yk ) ~ 


( ^1 —- x)( yn ， y 々) 一 (Xk 一 x)( y rM y^) 

(^1 — x) — (、x 民 — x ) 


⑵ 


算出.第五列与第四列的关系如第四列与第三列的关系，最后得出 

乙（尤） = Cyu ， yi ， • * • ， y n ). 


要証明这点是不难的，用归納法. 首先有 

Cyu> = yo ， yOx^ Xk = yjt. 
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再由 


(y 。， yi ，•••，％，yO 




(xr — ^Xyn 




, 1 , y *) — 一 ：)（y 


n 


i^xi 一 %) 一 (xjfc ~ x ) 


(yo. 


yi ， 


显然有 
及 

(y 。， yi ， … ，力， y\)x^x k 

又当 《 < / 时 

(y 。， yi ， … ， y /，vO 


• • • ， y/ ， yOx^xt = (yo, • • • ， yi)x^x t = vi 




( yi ， 


5 


y/^"l y 


y 々） 






y 々. 


- 一 ^ m)y 

C^l : m ) 一 — ^ m ) 


m 


y 仰 


由此立得 


( y 。， 


yu 


Vn) 


3 jrn/x^: 


Vmy W = 0, 1， 2 


n 




由于 （ y 。， yi ，* * • j yn ) 是 x 的#次多項式，故可知 


(外， yi ， …， Vn ) LOO . 


例如，巳知0°，30°，45°，60°, 90°的正弦函数値，求 sin 50°. 其表格是 



一 50 0.00000 

—20 0,50000 0.83333 

— 5 0.70711 0,78568 0-76980 

10 0.86603 0.72169 0.75890 6617 

40 1.00000 0.55556 0.74074 6657 04, 

注意,如果有一列，其前几位数字都相同，这几位数字就不必再入算，因力后一列也一定有 
这几位数字(为什么？） . 因此上表的第四列都有0.7,因而第五列不再列入这几位数字， 
但理解为仍有 0.7 在前面.第五列都有66,第六列不再刻这两数字，但理解为仍有 0.766 
在前.第六列的算法是 


因而 sin 50° = 0.76604, 


10 X 57 — 40 X 17 
10 — 40 


04. 


§ 11. Newton ， Bessel，Stirling 插入公式 


我們現在考虑等分点的情況，也就是命 

k =太/ +1 — x “ 

如此則 

尤是 = 尤 0 + hk. 

我們还定义々 < 0的情邳. 

以 A 为分距的差分(第一阶）定义力 

A / U ) = f(x + 々） 一 fO )， 

卽得 

Ay / « y i+x — 

第二阶差分是第一阶差分的差分，卽 

△ V 0 O = Af(x + k ) — A/W = f(x + 2 A ) — 2 f(^x + A ) + f ( x ) 
A 2 y f ，= Ay z * + i 一 Ay ； = y; +2 一 + y/ # 


• 名 2 • 




同样定义高阶差分 

A^/Cr) =A(A—V0O )， 

A 々/00 = 汉尤 + 々方） 一 kf(, x + (々 一 1)々）+ - — + (々 一 2) A ) + 

+ …± / W . 

(我們可用算符 

Affix') = (£ - 1 )^ 0 ) 

来表它 ，£ ; '/ W = Kx + jk \) 

由函数値求插入公式，可以通过以下的差 分表： 



每一列都是第一列的差分(前两列除 外). 注意，差分方法的应用幷不是愈多算愈好，应当 
适可而止.因为如果第一列的誤差不起过 S ， 而第二列的誤差只能要求其不超过 2 s . 第 
三列的誤差只能要氽其不超过 22 s ， 而第 m 列的誤差在 2 m ~ l s 之內. w 大时， V 1 增长很 
快.为了保証准确性，差分次数必須适可而止 • 


命 


« = (y — x Q )/ k m 


利用差分表，我們常用以下的插入多項式 

, , u{u — 1) a2 , , u{tt — 1) " * * (« 一 ^ + 1) An 

N\\x) = y 0 + wAy 0 +- A + ，•舞 -t - △ y 。， 

2 n\ 


Nnix) = y 0 + wAy. 


u(u + l ) ^ 2 ^ + • • • + + l ) * m * ju + n 

2 " 2 n\ 

(Newton 公式）， 


A ) 


s{x) = y 0 + w 


Ay u -h Ay, 




ti\u 2 — 1) 


4! 


A 4 y—2 + 


+ 


+ “ (你 2 — 1) A 3 y —2 + A 3 y_>x I 

3! 2 

U 2 (U 2 — 1). • . [M 2 — (W — 1) 2 3 ^2 n 


(2打）1 


(Stirling 公式）， 


B ( a ：) — y 0 + ^ Ay 0 


u(^u — 1) A 2 y—i + A 2 y。 


u(^u — 1) u 


31 



△ 3 y-i + 


u(^u 一 1)( 鉍 2 — 2) A 4 y —2 + A 4 y—1 


4： 2 


u — w(« 2 一 1)• • • [« 2 一 一 l) 2 ]C« 一 «) 


A 2rt+ V. 


_ I J 

( 2 ?? + 1 ): 

(Bessel 公 式）， 

讀者試自己找出这些公式与 Lagrange 公式的关系.上表中的箭头表示这些插入公式与 
原数据的 关系. 

例.函数 / O ) 有下表的数据，現在要求出/(22). 


七 S7 


10.52 

17*24 


487 

565 


20 


25 



§ 12 •經驗公式： 

建立一个由經驗得出的面数关系 y = f ( x ) 的經驗公式可以分为两 部分： 首先选择 
公式的大漑形式，然后再决定参数的数値，这些参数应該使給定面数的逼近成为最好的 
(在某神意义下).以上討論过的迴归直綫就是一个重要的例子.从实际中来的数据总是 
有限的.我們总可以找到一个 Lagrange 多項式在这許多点完全符合.但这样做仅仅是 
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把数据机械地变为公式幷不可能启发我們了解到自然現象中內在的規律. 例如： 极簡单 
的反比規律 

1 

y = — • 

如果我們在1与2之間取出很多数据，因而得出了高阶的 Lagrange 多項式，結果可能愈来 
愈繁，但愈来愈不象这个簡单規律.因此选择合适的曲綫类型，有它的基本重要性.例 
如，在某区間內有一个最大値的情況，我們可以考虑选取公式 y ^ ax 2 + bx c , 

函数的类型一般是在一狴簡单的函数中去找寻，方法是把这些曲綫的一般形态与 a 
知的若干图形的形态相比較.但选择合适的变量有时可能更好地解决問題.例如，曲綫 

x 

y =- 

a bx 

也等价于 

1 — A 丄 ^ 

y x # 

如果我們选取了丄 = X ，丄 = y , 則 X 与 Y 間的关系就是綫性的了/ 

x y 

更难的选择是覌察点的問題，坐标系选择的問題.如果在地球上看木星运动，它的軌 
道是+分复杂的.但是如果我們选取太阳作为我們的覌察姑，則木星的运动就是一个椭 
圓了. 

总之，选坐标，选尺度，选綫型，定参数是我們找經驗公式的步驟.至于怎样定参数， 
下面将具体說明. 

下面我們介紹几个簡单的,但很常用的經驗公式，幷附有曲綫图.每一图对公式中的 

不同参数値画出不同的曲綫. 

I . y = a / (图 71). 

如果选定了这一曲綫作为定型，我們可以取 V = lgy , X - IgA ：, 用迴归直綫法定出 
a , h , 

II . y = a •厶 * ( 图 72). 




取 Y — y ? X = x ， 用迴归直綫法定出 a ， b . 
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m . ax h + c (图 73). 

曲綫和公式 i 相同，但在 y 軸的方向作了移动.先在給定函数的曲綫上选取三点，設它們 
的橫坐标是 A , 心及：= V xxx 2 ^ 纵坐标是 yi ， 力及 n ， 而命 

_ yiV 2 ~ yl 

c - T r "^* 

乃 + 乃 — 2 y 3 

萌定 c 后，再命 y = log(y-<r), X = ! 收心 而用迴 归直綫 法确定 a， 办. 

IV . y = • Z> x + r (图 74) # 




这曲綫图形和公式 ii 的相同，但在 y 軸的方向作了移动.在給定函数的曲綫上选出三点 


設它們的橫坐标是 〜〜= T U 4飙坐 标是％ 力 及&而 命 


■ 2 


€ 


y\yi — ya 

yi + 妁 一 2y 3 


然后令 Y = Iog(y — c) y X =尤，而行迴归直綫法. 


V . 


y = ax 1 + 知 + c (图75) # 


在曲綫上任取一点（巧， yO , 而命 Y = JL ^ i ， 則有 

X — X\ 

y = ( 厶 H~ axi) + 

如果給定的 x 値組成一个有公差等于 A 的等差数貫，則命 y = Ay ， 而有 

y ㈤ + ah 2 ) + 2ahx. 

对这两神情形，都能用迴归直綫法定出七心然后由 

Sy — aSx 2 4- bUx + nc 

定出 q 此处《是給定的^値的个数，2：是关于^或对应的 y 求和. 


VL 


ax b 
cx + d 3 


ad — be 9^ 0 ( 图 76). 


在曲綫上任取一点 （ A , yi ) ，而命 Y = H 1 ， 則有 

y — y\ 

F = J + Bx . 
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图75 


图76 


用迴归直綫法由給 定的# 値与 y 値可以定出 B ， 于是 



X 一 " X\ 

A + Bx 9 


VII . r y 2 — ax 2 bx + c (图 77). 

作变換 K = y 2 , 而化成 V &4 廣形. 

Vin. y = 办 ’( 图 78 ) # 



因为 

logy = log a + b + cx + dx 2 s 
故通过变換 Y = logy ， 又化成 V 的情形. 

IX . 、 y -= — - --(图 79 \ 

ax 2 + bx + c 

通过变換 y =丄化成 v 的情形. 

y 

X. y- —---(图 80). 

ax z bx + c 

通过变換 y 化成情形 v . 

y 

XI- y “ 十 —+ — ( 图 ^ 81). 

尤 x 2 

通过变換 X =— 又化为 V . 

X 

XII. y «=* 似 *〆* (图 82 )• 
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图 81 


图82 


图83 


如果給定的 T 値构成以 A 为公差的等差数貫，則命 y = Alogy, X = Ak>gh 而得 

Y = ch + bX; 

如果給定的 X 値构成以令为公比的等比数貫，則命 y m ^ logy , 而得 

Y = i^logg + cCg 一 1 )尤 

(Ajogy 是相邻两 logy 値之差).对这两种情形，都能通过迴归直綫法定出~ 然后 
由 

X log y — bSlogx + cSx + nloga 

定出 logo 及《来. 

XIII , y - + (图 83). 

如果^値构成以 A 为公差的等差数貫，幷且 y ， 外及 y 2 是三个相継的 y 的数値，命 













3.18 

3*19 

2.54 

1.77 

1,14 

0.69 

0,40 




Jog 10 X 


logio 



— K 000 0.250 

—0.699 0.502 

-0.523 0.504 

— 0.398 0.405 

— 0.301 0.248 

— 0.222 0.057 

_()• 155 —0, ] 61 

— 0.097 —0.398 

—0-0^6 一 0.638 

0.000 — 0.886 
0,041 —1.155 

0.079 一 1.398 




logio y 


0.252 
+ 0-002 
— U .099 
—0.157 

— 0.191 
一 0.218 

— 0,237 

— 0.240 

— 0.248 

— 0*269 
—0.243 



△ i logio y 


由經驗公式 
所得^的値 


0*252 1.78 
一 0.097 3, 15 
—0.^47 3.16 



在画出曲綫（图 84) 后，发現它与公式 x 及 xn 的图形相似.对于公式 X ，我們采用修正 
变量 A - 及; C ， 由表易見， X 和間的关系跟綫性关系偏差很大.又对公式 XII ， 我 

y y 

們作出 Alog ia x 及 Aloguy 間的函数关系的曲綫图(々 = 0.1, 图 85) 幷作 4 log la y 与 

^間的函数关系的曲綫图 U = 2,图 86), 


Ai log 1Q y 



在这两种情形中，都可把曲綫看成与直綫完全一致，而有 

y — ax b e cx m 

为了定出〜6与 ，我們用下面的平均値方法找出 r 和4 log 1Q y 間的綫性关系.在把条 
件方程 

Ai log la y = b logi 0 2 + cx logio 9 

分袓相加后(每組含三个方程)，得 











算出 logic a = 2.561. 因此 a = 364. 于是我們有公式 

y == 36 4 x 1#966 ^ 7 * 932x y 

由此算出与 各个太 对应的 y 値.上表最后一列就是按此公式与 ^=0.1, 0.2, • • •，1.1， 1.2 
对应的备个 y 値. 


13.曲錢族 


两个自变量；*：， y 的面数 




fO, y) 


⑴ 


应当用三維空間的曲面来表达，但有时可以用一曲綫族来表达.例如，把 y 作为常数，則 
(1) 定义一曲綫，当 y 变化时得一曲綫族.这样得出的曲綫族称为以 y 为参数的曲綫族. 
取 y 抑取^为参数，須視应用时的目的性而定. 

以弹道为例，一个射出物(炮弹或人造卫星)的軌道依賴于发射时的初速抑与发射时 
的仰角《而定.实貭上，弹道曲綫是有两个参变数的曲綫 • 

在硏究定型大炮时，初速〃。取定数，而发射角作为参数.如取发射点为原点， x 軸为 
射向水平方向， y 軸的正向朝上，則弹道方程是 


y = xtg a 


x 2 g sec 2 ce 


2v\ 


⑶ 


如图 87 所示，就是当 《 取不同数値所得的抛物軌道, 




但人造卫屋的发射，是依初速为主要依捃.不同的初速得不同的軌道，这样得一曲綫 
族 :采用 极坐标，以地心为极点，水平綫为基綫，幷假定在某一髙度依水平角发射，則軌道 


方雖 

这里 



P _ 

j . . . lit 

1 + tfCOS(<p — <p 0 ) 



(3) 


其中 M 表地球貭量 5.98 X 10 27 克，; f 表引力常数 6.6 S 5 X 10,[公里] 3 /[克][秒] 2 ,及是 
发射点到球心的距离(地球半径6370公里). 


♦ 90 • 


( 




从軌道方程 (3) 中可以 算出： 如果取 R « 6370,速度小于第一宇宙速度 （7.9 公里/ 
秒)，則物体回到地球上来.当初速等于第一宇宙速度时 , (3) 表示 一圓. 当初速在第一、第 
二 (11.2 公里/秒)宇宙速度之間时，則得椭圓軌道.当取第二宇宙速度时，則取抛物綫軌 
道.超过第二宇宙速度时，則得双曲綫軌道(讀者試自做之，它是复习二次曲綫的一个好 
习題). 

習題 1. 有二 捕圓： 

- + + ^ = 
a 2 b 2 5 b l a 2 

过这二椭圓的交点有一二次曲 綫族： 

証此族中有 一_ I s 圓， 有一对 直綫， 有一 批双曲綫，求这些 
双曲綫的漸近綫. 

習題 2. 求过商二次曲綫 Q x = 0, Qi ^ O 及两条 
直綫4 = 0，/ 2 -= 0的交点（如图）的三次曲綫.証明 
它有无穷多条 C 考虑 lkQ 2 4- txhQ x - 0). 
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第四章极 限 


§ 1. 貫的趋限情况 

仅仅从有极限和沒有极限来說明貫的性貭，有的时候不够細致，不能符合客規需要. 
先說一下趋限情況.命 


Xu ^ 




是一实数貫趋于一限 A —般餅来，有三种情況： （ i ) 当灯充分大时，这些 A 都在: r 的左 
边，也可以說％ < L 在这样的情況下，我們說％从左趋限; c ， 也就是任給一个《 > 0, 
我們有一个充分大的自然数 iV 存在，使当时 


0< 


n < S. 


同样，可以說明， （ H ) 右趋限的情況，还有 ( in ) 或左或右地趋于限的情況, 


例 1. 


■ ■ - v 

5 


(― l) rt 


就各表一种情況，第三类还可以举更复杂 


_控的例子，对任一 ' 实数 r，A 


sin nx 


也是趋于0的貫， 


n 2 . 硏究貫 


In 2 + 3^ + 4 


n 


2 


6/?十7 


我們将臟的极限是 } •当…时， 


0<zX n 


2 


3?3 + 6 


5 5(5n l +6^ + 7) 


^ 6n ^ 6 ^ 

< —. <-< e; 


25# 


25ti 


当 n〉N 


6 


25 b 

例 3. 假定“ > 1，求証 


时，此式成立，所以我們的貫是从右边趋近于 


2 

5 


_ 


Km a 


i 


1. 


这 


I 


n 


愚递減的貫幷且 > 1，所以极限存在，幷且是从右边趋限的.从公式 


1 


1 


(“ 去) 『1十 去) 


X 


及可知 


i 


-■ 1 ^ 


mm 


所以当 n > N ^ 




时 


JL 


0 < — 1 < e # 
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例 4. 假定 Id < 1 Q 可能是复 数乂现 在证明 


Iim^ n « 0. 

亨= 0时显然.今考察3尹0时如何才能使 

\ q \ n <^ 


当 


log ——<1 n log 
s 


<1 


亦即 


» >N 




log 


6 


log 


<1 


时， 


U n \ <6. 


我们现在来考察等比级数 


a -f- aq + aq 2 + • • • + aq n m 


这级数的和是 


1 — q n ^ 

1 — q 




n^l 


1 一殳 


当 Z7 4 CO 时，后面一项趋于 0 ，所以我们可以说级数 


a aq aq‘ 4 -爭 * • 


收敛于 - 




例 5. 先给二数《与命:^。= a ， & = 并定义 


n 


2 


> 2)， 


求&的极限.由 


^0—1 




i u 


X n . 


,) 


所以 


无 1 一 ^0 = ^ 一 ^2 一 尤 15 


X n 




是一个等比级数的诸项，其公比是 


所以 


b 一 a — 


(巧一欠0) + 一 ： i ) + 


* « * 


(尤《 — ^-i) 


尤 t » 一“ 


1 


故当 ” — oo 时， 


n 


趋向 f 含 ( h ) •从而 




lim x„ 


+ 2 ; 
"3 ~' 


这种趋限的方法，是忽然在左，忽然在右的趋限方法入 

在趋限的倩况中，还有单调趋限或非单调趋限两种情況.单调趋限是从一方面一步 
近于一步地接近于极限. 

例 5 虽然不是从单方面趋限，但它还是一步近于一步地接近极限的贯. 


§2. 贯的不趋限情况 


不趋限的情况，更有许多值得注意的现象. 

55 穷大： 有以下性质的贯称为趋向无穷大，给 了一个 任意大的正数 E， 我们可以找到 
—个自 然数 NC 过 N ⑻)， 使当》；> iV 时 

\x„\ > E. 

例如， A = «, = —n, x„ « (— l)»+i« 都趋向元穷大. 

特别重要的是当无穷大贯％ (当《充分大时)的符号 （+ 或一）保持不变的 情形； 这 
时，按照符号为正或负，而称％趋向正无穷大 （ +00 ) 或负无穷大（一 oo)， 并写成为 

11m ^ +00，或 limx„ =»» 一 oo. 


换言之，如果给了任意大的正数 E， 我们有自然数 AT(-^V(E)) 存在，使当》> ZV 吋: 


0 


> E ， （或 <一2)， 


则％ 趋向 +°o( 或一 0 o). 

上例中， x n ^=n 趋向+ 00 , x n =* — «趋向一 00 ， 而；(―1)* +1 »却不能说它 
趋向 +0O 或一 00,而仅能说它趋向无穷大. 

趋于0的贯也称为无穷小，而无穷大与无穷小之间的关 系是： 


如果 A 趋阆无穷大，则它的倒数 


是无 穷小. 反之， 如果％ (不等于0 ) 是 



n 


无穷小，则^ y 七趋向无穷欠.与中可能有些等于。的项，这些项必 纖 


如果 A 趋向+00,则它的倒数=丄从右趋向于0 ;如果办趋向 一 00,则 y。 从 

X m 


左趋向于 0. 反之亦然 • 

不趋限的情况，有时还更复杂. 

聚点 ：把〜 A， …， A，• ••都记在一条宣线上，因为有无穷个点，所以可能有以下 
的情况 出现. 有一点： C， 在 X 附近有无 数点; 换言之，任与 6>0, 我们有无穷多个自然 
数》1，》2, . . .3 使 
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\x — x n J < e V ** 1,2,***. 

这样的点 x 称为贯 {〜} 的一个聚点或极 限点. 显然趋限的贯有唯一的聚点 • 没有聚点 
的贯一定趋向无穷.因对任一 £>0, \ x 9 \ <£ 的％ 仅有有限个，所以，有一自然数 
W 存在，使当 》>2 V 时， k «| > E . 即得 所证. 

例 1. X 2 „+1 =» 1 —丄，这 一 个贯显然有二聚点0与1 • 一般地说，如果 

n n 


A —L — =， 则我们定义 一 新贯 


而， yi ， 〜，心，外， q ，• • •• 

这新贯有三个聚点 h y ，a 

例 2. 我们把(0，1)之间的全体有理数，用以下的方法排成 一贯: 


1121312341 

— ! I • - _■ * _ _ ■ ■ _ __ _• 0 • -- 

At 内， A 9 5 ，广 3 产， p-’ 户， /’尸 

23344555566 


一般讲来，先依分母排， 再 依分子大小排 下所有 的旣约分数，这贯既然包含 [0,1] 间的全 
体有理数，则显然 [0,1] 间的任何一个实数都是极限点. 

定义. 在聚点中最大的一个称为上极限，用 


] imx A 

CO 

来表示(上极限可能是 ±00). 而最小的一个称为下极限，用 

] xmx n 


来表示(也可能是 ±00). 

上极限的定义也可转 述为： 对任一 e > 0,仅有有限个》使〜 > 05 + S 5 而有无穷 
个 n 使 


1 “ 一 ct| < s. 

定理 1. 对于任何贯 { x a } 9 上极限和下极限都存在•又有极限的必要且充分 

条件是 


lim^ ~ ]xmx n 



证*如果 {〜} 无上界，则一定有一子贯 使 


lixn 尤 


+ 00 . 


k 


因此 + CO 是一聚点，从而上极限是 +00. 
的确上限，用符号 


如果有上界，定义为 X^ XJ X K ^ 2 y 


• • 


M 



sup{x rt } = sup{^ +15 ^ +2 , ***} 


表之，则为一单调减少贯，它或者以 一① 为其极限，或者有有限的极限. 


如果 


limM 

走 **00 
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则对任何正数 E ， 必有充分大的 K ， 使 

A/k ^ — 丑. 


于是由的定义，当々> K 吋, 
恒成立，所以 


< —B 

\xmx n *» —oo. 


它同时是贯 &»} 的上极限与下极限. 


如果为一有限数，则对任何 s > 0,必有充分大的 K ，使 

M k <M* + s. 

因此当时，&适合 

: r * <! + S . 

另一方面，我们有 

M *> A /*(々一 0，1，2,…) • 

因为 iW 。 > M *， 所以在: Ti ，* * •中必有一 x „ t 适合 

AT„ > Mq 一 6 ^ ~ S. 

I 

又因> M *， 所以在 x „^ l9 x n ^ 2 , * ••中 又必有 一* x „ 2 Cn 2 > 4) 造合 

x n > M n — e ^ M* 一 fi 

按此方法，我们可以找到无限多个 x ni Q « 1，2, • • •)，适合 

x n . > M* 一 6 ； 

另一方面，前已证明，大于 S 的 A 至多只有有限多个，所以即为 {〜} 的上极 
限.因此不论何沖情形，上极限恒 存在. 同样证明下极限的存 在性. 

定理的后半部分很是显然，读者试自补出它的 证明. 

§3.级 数 


所谓级数是指 


«t 4* fl 3 *+* • • • + 

而言， 其中& 是实数或复数.命 

s„ 篇 a t + a 3 + • •• 4- a n9 

称它为级数的部分和.如果 

! 心 一► 5， 


0 ) 


则称级数为收敛级数，并且称它收敛于 G 

关于贯有极限的 Cauchy 条件，就变为级数的收斂条件.‘ 

定理 L 级数 (1) 收敛的必要且充分条 件是： 对任一 S >0, 有一自然数 2 V 存在，使 


• S6 



当沒 > ra 〉 iV 时， 

丨、 一 、| < s ， 

亦即 

+ • • • + < &• 

递增而限于上的贯必有极限的定理一变而为 

定理 2. 如果〜 >0而 kl < M ， 则级数 (1) 一定收敛. 

定义.如果级数 

i ! + i ^ i \ + ••. 十 I a n j + 

收敛，则级数 




* * # 


+ a n -b 


# * « 


称为绝对收敛，由定理 1 及 Um+i +…+< I ‘+ l | 十 • * • + |、1 可知 
定理 3. 凡绝对收敛的级数一定收敛. 

更一般些有 


定理 4. 如果〜 > 0,且 


A 


这2 + 


* • # 


+ ^» + 


* •籲 


收敛.苦则级数 


b x ^ + ••• 

绝对收敛.（注 意： 只要当”充分大时，有|匕| <〜便已足够 .) 
取 

a n ^ 0 < r < 1 , 

则由定理4可知，级数收敛.因之，如果当《充分大吋，常有 

U«l < r n y 或即 

te> 

则2〜绝对收敛.因得 
»== 1 

定埋 S (Cauchy 判别法).如果 

lim I *=» r ■< 1, 

则级数 

^ ••• + 0 麟 + ••• 

绝对收敛 . 1 

定理 6( 此例判別法).命 


lim = r < 1 , 

I 心 

则级数〜+ • * • +<?„+•♦ •绝对收敛. 

证.由假定可知，对任一 0<s<l — r ， 我们有一自然数 2V 存在，使当 时， 

■ ■ 

^ r + 或即 I〜 +J < (r + e)jaj. 

a n 


即得 


♦ 57 « 




II < (r + B) p \a N \ m 

c& to 

因为 ； S I 〜 Kr + 收敛，所以 ^ 〜绝对收敛. 

P = 1 «= 1 

例 h 假定 Z ^ x + yi 是一个复数，则当 Ul < 1 时， 


例 2. 当 |:|<1 时 


1 + 眾 + JS 2 + 



1 + 22? + 3s 2 + • • • + (a 十 1)js* + • •• 


也绝对收敛， 

因为 

所以得出需要的结果. 

例 3. 命《是任一实数，当 M <1 时 


也绝对收敛. 

例 4 . 级数 


1 十 2 a z + 3 tf js 2 十 •*• +(f* + l ^z n + • • • 



的收斂性不能由比例判别条件得到(因为 -^ — 1)，也不能用 Cauchy 判别法得 

到(因为 — 但可通过以下的方法来证明它的收 敛性. 先考虑 

匕一" 

-- f --- U • *4 - 1 _^ • • • 

1 # 2 2*3 »(» 十 1) > 

这个级数的收斂性可由 


m(m 十 1) (/w 十 l)(m 十 2) 


+ 


■ ♦ ft 


(m + p)(m 十 p 十 1) 


(1 

csss [ — ^― 

\m 


/ 


tn 


w + 2 


+ 


\tn + p 十夕 + 





m 


w + p 十 1 


0 ,（当 


co 时） 


导出，而 


丄< 

n z 

所以原 级数收敛， 

更一般些，我们还可 证明： 

定理 7 . 对任一 a >1 ，级数 



n(ji 一 1) 



ft > 2, 


* 9S * 



常收敛. 

证.由于 



(2 1 * 十 l) a 




2 n 

(20 


而级数 




是收敛的，所以定理成立. 

下面我们来说明絶对收敛级数的一个重要性质. 
定理 8. 如果级数 


绝对收敛，并且它的和等于^则在任意颠倒它的各项次序后所得到的级数 

+ ^2 -f* * * * ^ a n ~b • * 

也一定绝对收敛，并且它的和也等于 l 简单地说，任意颠倒一个绝对收敛级数的各项次 
序，对级数的绝对收敛性与级数的和不生影响. 


证.因为〜绝对收敛，故对任何 s >0 3 存在 iV ， 使 

n— X 



2 


Cin\ < e. 


Cl ) 


一 Kl 

因为级数 I ] %的前 w 项 〜•••，〜 就是级数的某 iV 项七…，命 

^ — 1 1 

*= maC • • •，则对任何 m > m N9 


S ^ S + 




k 


此处 r 是足标 > 的某些 & 之和，所以由不等式 (1) 得到 


因此 a 对于 


kl < e # 





< 

N 

Zj a k^ s 

+ \ r \ = 

| 

2-J a k 

r 

+ \ r \ <2 e t 


1 1 *=1 1 1 Jt=JV+l 
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这說明了极数 2^* 的收斂性，幷且它的和就等于弋 


n e 


因为 


n 


2141 


k 


是級数 Ski 中的某”項之和，所以 


S i I ^ 




uv 

而左方是〃的增加賈，由此得到芝]义的絕对收斂性^ 

«二 1 

不收斂的級数称为发散.发散也有种种不同的情现.由定理1可以立刻 推得： 如果 


mmc sa n 收斂，則 


Hma „ 0 5 


It **C6 


所以任何一个公項不趋0的級数一定是发散的. 


例如 ，X — X 


1 + 1 


就是发散級数, 


但是公項趋于0的級数幷不一定收斂，例如，調和級数 


1 + — + — ^ — + 

2 3 4 


• • » 


' 就是一个发散級数，因为該級数 


^ 1 + ~— f -( 


1 

4 4 


— J — / I I - —— —|— — J 

\8 8 3 8 / 


> 1 H — i- ^—— -j — - — (- 

2 2 2 


故調和級数是发散的. 

与收斂相仿，我們也有一枇与发散性有关的 定理： 

定理 4'. 如果且发散.若 b n > a n9 m Ib n 也发散. 


定理乳如果 


lim \ a n \ rt =* r !> 1 5 


則級数发散（因为如果这样，則 lxma n ^ 0). 


ti-^oo 


定理 6'. 如果 


lim 




>1， 




則极数发散. 


証法也是如此，卽在此情形中 ，〜 不趋于0 . 注意，由 




>1 


n^oo 




♦ tOOL * 




不能推出級数发散.例如， 



适合以上的条件，但这是一收斂級数. 

附記.凡能用比例判別法判定是收斂的級数，一定能用 Cauchy 判別法判定之；反 
之不眞，对于发散的情形，也是如此. 


§4. 条件收斂的級数 


及 


不絕对收斂的收斂級数称为条件收斂級数. 

例如，1—含+含一十4•…不絕对收敵，但是 



__-——^ 
/z + 2 




+ (― 1>― — — 

n p 打 







« + 2 


+ 


• * • 







所以当》 — oo 时，〜 一〜 — 0,由定理 3_1 可知級数收敛, 
以上的証明原則立卽可以推广，而得 
定理 L 如果0 < < 〜及 lim 〜= 0, 則級 数 


S (― l )% 


收敵. 


証，由于 


一 a n j^i -b a n ^2 


(— l ) p a H +p I 


> 0, 


故由定理 3.1 推得本定理. 


在检驗非絕对收斂級数的收斂性时，經常用到下面的 Abel 判別法与 Dirichlet 判別 


法.我們先証明一个重要的引理. 

引理 1. 設％ 单調,又設 

n 

^ ^ (« = 1，2，…， A/) ， 

* = x 

則对灯=1，2,…， IV ，可有 

2 <^(|^| + 2 U )• 、 

k — i 

• m • 




4£, 命& == 0,〜 = 芝 ] (n > 1)， 則有 


n 


n 


n 


n 


。 一如 ） = 2>价 _ S 邮 w 


k 


k 


* 


* 


n 


S 一 S ^*+1^* ^ S — 和 +1) + S #n' 


( 1 ) 


k 




因为〜 是单調 贷， 所以 A — % +1 有固定的符号，于是得到 


n 


S a 办 K 


<M 


l 


X f( a k 一 A+l) 




a n \^ < M (\ a t \ + 2| a „|). 


等式 (1) 俗称为分部求和公式，这与以后积分中的分部积分公式相当. 


00 


定理 2 ( Abel 判別法).設〜有界单調，又設級数收斂，則极数 


09 




也收敵 • 


狂.設 U 」 < k 9 由級数的收斂，故对任何 s ， 存在 ZV ， 使 


N+P 


S ^ 


* S = N +1 


< e ， （户功 1，2, •••）• 


予是由引理1得到 


N+P 


2 a 、 b k < e(U^ +1 l + 2\a N ^p\X3Ks y (? = 1 ， 2,…) • 

所以定理得征. 

定理 3( D ; richl « 判別法).設 〜单調 ，且当 《 — 00时趋于 0. 又設級数的部 


分和有界，也卽 


2>* 


* 


^ M 1，2， •. •）， 


則級数 Ia n b n 收敵. 


証，对于任何6>0，存在％使当时， u ，|< e , 于是由引理得到 


N + 穸 


2j a kbk 《 Af(|a^ + i| + 2\a N ^p\) <Z 6Me 0 

JfcwJV+l 


所以 Ia n b n 收敛 • 


在上一节中，我們耕到，任意顚倒絕对收斂級数的各項次序幷不影响极数的和値.对 
于条件收斂級数，却无此性貭.事实上，我們有 


eo 


定理 4. 如果，条件收斂，則适当顚倒它的各項次序，可以作出发散級数，也可 

1 

以作出收斂于任何預給数^的收斂級数， 

在証明之前，先証明一个引理. 


•^ 102 ^* 






引理 2. 如果芝>„条件收斂，則它所有的正項构成一个发散級数，同样，它所有的 

«=1 

負項也构成一发散級数. 

典 09 

証•用 Pu Pi ， … 表示从2 〜中依 次取出的各个正項， h 公， • ••表示从 乏]〜 

»= 1 AS % 

中依次取出的負項 >則 

S ^ 5=3 2 + S 办， 

k = 1 处=1 k-l 

此处 《'(«") 为前”个0„中的正(負）項个数，自然有 y 十《〃 = «，且当 CO 时， 〆 与 

00 00 CO 

n" 也都趋向 00. 因为叫收數，故若 H 外与 U 奴中有一收斂，則另 一 个也收 

*= 1 1 1 

敛.但因 

VlUti 一 一 2 办， 

*»=i k^i 

于是推出 S \ a k \ 也收斂，这与5：外为条件收斂矛盾，所以与5：办都发散 • 

定理4的証明.为了得到一个发散級数，我們将原級数的各項次序作如下的調整. 
先取級数的若千个正項，使它們的和大于 1. 根据引理，此事总为可能.然后在它們后面 
添一負項，之后再加若干正項，而使这些新加的正項之和仍大于1，然后再加一負項， …… 
等等，将此手續継續进行以至无穷，于是得到一个新的級数.很显然，原級数的每一項一 
定在这新級数中出現.又此新級数一定发散，因为在无論怎样远的地方，此新級数总有一 
片段，它們的和数大于1 所以它发散. 

其次，为了得到一个和数为預先給定的^的收斂級数，我們調整級数的各項次序如 

下.力确定起見，不妨假殼^ >0. 我們依次取出原級数中的各个正項，直到它們的和大 

于，为 it . 然后苒依次添上原級数的各个負項，直到这些負項与前面这些正項之和小于 
或等于，为此然后再添正項、添負項、 …… 等等，按此手續进行以至无穷.这样我們又 

得到一个新級数 f f t 

a [ -h a 2 + 二 + 

显然这个新級数是通过对原級数調整各項次序而得.我們将証明这:个新級数的和就等于 

友•命 

n 

a k = Sn 0r= 1 ， 2,…) • 

k= i 

今設 s >0 住意小，因力 i — 0 5 故必有 iv 5 使当》>以时 ， Uil < S , 依据上述 
2 a ; 的构造方法 3 必有使 

所以 , 

0 s n ^ S Sf^ 5=5 < S. 

而对/> > »。， 又根据的构造方法， 一 * 定有 

\sn 一 < e (n ^ n ^) 3 

•303 场 







所以 4 趋于 M 也就是說 


2- 


a * = ^ 


定理証毕. 


从引理2及定理4可以看到，在絕对收斂級数与条件收斂級数之間存在着深刻的实 


貭性的差弄. 


§5. 祖冲之計算圓周率的方法 




祖冲之首先証明了0周率冗落在 

3A415926 < jt < 3.1415927 

之間，这是数学史上的一个光輝成就.他的算法也是极限的最好說明，他从单位圓的內接 

正六边形和外切正六边形出发.显然圓夹在这两个六边形之間， 

■ ■ ■ 

再作內接的和外切的正 12 边形、正 24 边形 、…正 6*2— 边形等 
等，边数愈多，內接的和外切的芷6 • 2”— 1 边形的面积就愈接近于 

圓的面积，由此可以逐步地精确地算出 o 周的长度. 



由图90可見 


图 90 


sinx <C x <Ct^x [Q <Z x 


2/- 


⑴ 


圓內接正 / 边形的一边苌度等于 


2 sin — 


而外切正/边形的一边长度等于 


2tg—. 


命％表內接正边形的总边苌，而％表外切正 6^ 1 边形的总边苌.由两点 
之間的距离以直綫为最短的原則，我們可以証明 A < y rt > y 因而得出两个貫 


及 

这几 


由 (1) 式可细 


长，又由 


Xi< x 2 < x 3 < 
yi > y 2 > y 3 > 


嬝 » ♦ 


* 


ft 


6 * 2 n sin 


6-2 


y„ = 6 * 2 W tg 


6*2 


x h <2tc< y n (” = 1 ， 2 ,…）， 




卽内接正 6*2^ 边形的周长恆小于圓的周长，而外切正6-2^ 1 边形的周长恆大于0的周 


0 < 


n 


6 • 2« tg 


6.2 


sin 


6 


6 • 2 n tg 


6.2 fl 


1 cos 


2tc 

6 ^ 2 ] 


6 - 2 nJrl tg 


2 k 


6*2 


sin 4 


6*2 


164 ^ 







及 shlATC A ：( 也就是两点之間直綫最短)可知，当”趋向00时 


y « — ^ 


6-2 




r tg 7： 


6.2 


0 . 


因此我們细道 


\ imx n = \im y n — 


在实际計算时，我們用以下的方法.因 


x 

cos — ° 
2 


1 + cos X 


2 


2 n 


故能从 cos ^ - 开始逐步算出 

6 2 



cos 


6,2 


同法可以算出半径为 f 的围面积是 《 r 2 . 

我們也可以求半径为 r 的球体积，把一半径分为”分，侬垂直于这半径的方向切片, 


第/切片，是一圓台，其上底与下底的半径分別等于 r —丄与 r _ 1 一 


i - 1 






所以第纟片的体积在 




1 



r 2 X 丄与 rc{\ 




)1 


之間，卽在两柱之間，因而球体积 P 适合于 


n 




卜 ㈣) … > 之 4 


1 




^ > 


由于 


n 


i l = — n(n ^ + 1 )， 

ft s 1 6 


可知 


n 


lim2 究 


(iT) 


n 


2tct z (1 — lim 一 


2nr % 1 



3 


3 


_ 


后面的方法就是祖冲之的儿子祖暱之所用到的“綴术”. 


6. Archimedes 求拋物形面积法 


求图形 OPM 的面积 

图形 OPJVf 由抛物綫 y =似 2 G > 0) 上的一部分 OM , :軸上的綫段 OP 及綫段 
PM 围成，将 OP 分成 ”等分 ，丼在各部分上作一系列的內含及外包的矩形，如图92所示， 


其面积分別記之为及而其面积之差，就等于最大外凸矩形之面积，也卽三 

n 


由 


Qn<Q<Qn 


y . 


• J 05 • 




及 


X 


Hm —— -y = 0 9 


得 


Q = lim Q n — ]imQn ? 


各分点的坐标是 


2 

X ，一 x 
n 


n 


5 


X 




X ^ X 


9 


其对应的髙分別为 


.2 


2 2 


a —*r x 9 a —； x ^ 


2 


n 


a — X 
n l 


3 


y 






故得 


Qn 


ax 


x 


( l 2 + 2 2 + • • * + n 2 ) • 

n 


ax z (?2 + l)(2ff + 1) 
6 n 2 


因此 


Q = UmQn 


ax 一 xy 
3 


3 


« 


現在来談談 Achimede 原来算抛物形面积的方法 :算出 拋物綫 ACB 与弦 AB 之間 
的面积(图 93). 

通过的中点 D 及与平行而切于抛物綫的切綫的切点 C 作一直綫，这直綫称 
为抛物綫的 直径; 再联弦(与 CM )， 由之再作平行于 5 C (与的切綫，切点在£ 
(与 t )， 我們将 証明: 如果用 S 表 么 ABC 的面积，則 


ABJSC + ACE'A =*—5. 

4 


(1) 


如果这一点証明了，再对 ABECC 与 AC £^) 績行此法，經过”次后，总面积将等于 


5 + ~ S 4~ -i- S + * • * H —— 5 = 5* - ) 

4 4 2 4* . 1 


A 


一 CO 时，抛物形的面积将等于也就是由矢量 W ⑽所做出的平行四边 
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形面积的 2 倍. 

3 

我們現在来証明 （1) 式，实际上，祗需証明 

A.BEC = ABAC 9 

8 

由于这是有公底 BC ： 的三角形，所以如果我們能够証明所对应的直径 CDIBC 所 
对应的直径五 F 的长的4倍即足. 

在£点作切綫交 CD 于: T ， 从 K 与 P ■各作卒行于的直綫交 CD 于 K ， 因为 
F 是的中点，所以 H 也是 CD 的中点，抛物綫的直径是平行的，所以五 F -= 因 

为 E 点的切綫平行于 BC ， 所以 : TC = EF . 再由抛物綫的性貭 ， rc = CK , 所以得到 

E F CK KH == ~~ CH *~* CD* 

2 4 

定理 B 經証明. 

(:这 儿用了抛物綫的两个性貭.如果未曾学过，可以当作綜习題). 

§7 . 旁压力的計算 


决定长方形容器壁上的压力. 

假定有一个盛滿了水的长方形容器，我們要氽出在前壁上所承受的压力 P . 


对底面說来問題很簡单，底上任一块地方的压力就等于 
在这一块上垂直水柱的重量，也就是等于这块地方的面积乘 
上水柱的高度人 

对一个小水滴来說，它四面八方所承受的压力应当是一 
样的，不然屯就不会成为稳定的情況. 

我們把前壁分为》个同样寬度的水平苌条，每一条的寬 



度是我們現在考虑从上往下数的第々条，如果这一条是依水平面摆着，它上面所承 

71 

受的压力应当是 


Pk =(在这一块上垂直水柱的高度= k ^~) x 




当打充分大时，这就可以看成为在这条上的旁压方.总起来旁座力等于 


n 


n 


Hm — ak 2 \im —: 々 = ah 2 llm 


2 


n^n + 1 ) 


= — ah • 
2 


§8 •数 e 


我們現在用极限来定义一个数命 



若改 n 为 n + 1， 則因 


1 


s 




« <!L 一 r + i . 


幷且多了一項 
又因 


(打 + 1) ! 


1 


• i 1 一 ~^ h )， 所以 > ‘ 

72 + 1 / \ » + 1 / 


AT n ^ 1 + 1 


< 1+1 


2t 31 n\ 24 

所以“囿于上.因之，貫：必有一有限的极限，用 e 表它，卽 


2 


^<3, 


e 


lim ( 1 

ft^OO 




不論在分 析学上 或在应用方面，这个实数 e 都有 极端重 要性.容易看到，它落在 2 与 3 之 
間.事实上，它的前15位小数是 

<? = 2.71828 18284 59045* 

由于〃的一些性廣(以后再說），使得选它作为对数系統的底能有特殊的方便.以 e 
为底的对数称为自然对数，以往用10为底的对数称为常用对数.以 e 为底的对数，我們 

就以 log 来表它，而在其他情洗則需表明底是什么.例如，今后用 logi 。苯表常思对数.在 

* ■ 

理論的硏究中，总是用自然对数. 


此处 


以10为底的常用对数与自然对数的关系 式是： 

logio x = lo^x * 


M = logic e 


log 10 = °' 434294 * 


这公式是从 


两边氽以 10 为底的对数而得. 


x = e 


log X 


現在来介紹 e 的近似計算法.当々<«时， 


A > 2 + 


2 f 


n 


3! 


n 



1 


2 


n 




4 « ft 


+ 


+ ~ 1 


n 



1 


2 


n 


1 — 




n 




今 ' 


先証明 A 是单調增 加的: 


n 




1 


n 


1 + n 


n( n — 1) 


n(n — 1)(^ 一 2) 1 


n 


n( n 一 1V • n 一 ^ + O 1 




1 • 2 •…々 


2 


+ 


n 


1-2-3 


+ 


+ 


n 




+ 


n(n 一 1) * * * (n 一 n -\r 1^) 1 


n' 


1 


♦ / _ 


n 


n 


n 




命 CO , 


千是由 

得 


e 2 ^4" 一 — -j« * • • — yt 

2! 々！ 

Xft Vn ^ e 


m 


e ^ lim x n ^ lim y n — 53 一* 

n fl \ 


在計算。的近似値时，用 y „ 比較方便，由于 


~ Vn 


in + l)t (n + 2)! 


(rt Hr m) J 


(n + l)f 


2 


(n + 2) # + # (n + tn) 


< 


< 


in + 1) 


2 (" + 2 ) 


十 


打十 i) m ^y 


< 


< 


2 


(» + 1)! » + 1’ 


命 


GO , 乃得 


0 <! e — y n < 


此处用到 


2 


o + i ) 〆 ； •故得 


^ = 1 + — + — + 

1! 2» 


•峰善 


+ - + 


& 


ocOcu 


摯 


用这公式就可对 < 进行近似計算，例如希望准确至 


10 


取 


10 


e 



—— < 0.00000003. 
10110 


其他各項位雜上四舍五人，―大誤■絕雌上不_ 現在分赚 


各項的近似値写下 : 


2.000 000 00 
1/2! 篇 0.500 000 00 
1/3 卜 0.166 666 67— 
1/4!«0.041 666 67— 
1/5! =0.008 333 33 + 
1/6! =0.001 388 89— 
1/7 卜 0,000 198 41 + 
1/8 卜 0.000 024 80 + 
"9 卜 0.000 002 76— 
1/10卜0__ 000 28 — 

2.718 281 81 — 





可知，近似 值的总 校正数必在-忐及忐之间油此馳禮于 


之间. 


2,718 281 73 及 


在此容易得出 e 是无理数.倘若不然，若 


2.718 281 86 
e = 2 ，贝 1 ] 

n 


c ^ 1 • " 4 ^ • * * —— ^*** — ^ ■■* (0 6 1 ). 

竹 1 1 n[ n\n • 

等式双方乘以则得出1为一整数.此不可能，所以 e 是无理数. 

n 


§9.连续趋限 


假定 fOO 是一函数，它在 a 附近定义，也就是有一 d >0 存在 ，使 fOO 在 

0 < \x — a \ < d 中定义. 

如果对任 一 * s 0 9 我们能求出$ > 0,使在0< |：e — a | 时 

1/00 — A\ <8 ， 


则 称为： 当时，: fO ) — 义 j 称为在 r — a 时的极限，记之为 

=* 乂 

x-^a 

我们可以定义右极限，即对任一 s > 0,能求出5 > 0,使当 0< a : — 在时 

I/O) — A\ < e. 

记之为 

A = lim K ») 或 v4 = f(a + 0 )， 

同法定义左极限， ^ d+ ° 

lim / W 或心一 0). 

x~^a — 0 

我们可以类似地定义上极限与下极限 . 


例 1* 函数 fM « r — — 丄，在 o 点的极限是不存在的，但是， f(o + 0) » 

2 

S3S 一 _i_ ， f(0 — 0) SSSSt -A. 

2 2 • 

对任一£： >0,如果有衣>0存在，使当0 < Ir — <5时， 1/0)1 > ^则 称为: 

当尤 -> a 吋， /(«) 趋向无穷. 

例 2 *当 : T — 0时 ，丄 趋向无穷，但 

X 

lim 丄=+00 ， lim 丄 =*= 一 oo . 

*-♦+0 x x 

例 3. 当 r 0时，丄― ► + oo • 

X I 

例 4. 当 ; r — ±0 时 ， ctg r — 1 士 00. 

又若对任一 e > 0,有正数 A ： 存在，使当 r >尺时， 

1/00 — A\ < e ， 


• no • 





則定义力 

lim f ^ x ) =* A . 

Jf —+ 00 

同法可以定义 

lim — + C0 # 

的情況等等. *^ +0 ° 

連績趋限可以归結为貫的趋限法. 

命欠 1， 々•*•，％，***是任何一趋向于这的貫，定义 

K^n) — y nm 

如果 lim /(*) = 則有 

x^a 

Km /(«„) — lim y n — A% 

^oo n ^co 

反之，如果对任何一个趋向于 《 的貫“ 都有此性眞，則不难証明 

lim fipc ) = A % 

事实上，倘若 lim j { x ) 不存在，或存在而不等于/，則由极限的定义，必存在 G ， 使对无論 

X吵 d 

怎样小的5,在 0 <|:e — d <3 中，都必有点 X ，使 

I fix ') — A \ > s . 

于是我們命〜为一趋向于0的貫，而命知为落在0< k — a | <1中且使 

1/( 尤 》) — A \ T> 8 ⑴ 

成立的点，則 A 为一趋向于“的貫.由 (1) 可知，当 00时， Kx n ) 不能趋于毛但这 
与假設 矛盾. 所以必須有 

相当的 Cauchy 判定条件是 

定理 1. 当 : T “时，函数 /0 O 有有限极限的必要且充分条 件是： 給了任 一 S > 0, 

必存在5 ：> 0,使适合于 

0 <C | ^: — a \ <i 8 , 0 <! \ x f — a I < 3 

的尤与，常有不等式 

I/O) — Kx f ) I < 8. 

証明的方法与貫趋极限的証明完全相仿，讀者自証之.幷試叙述《 == CO 时的相仿定 

理. 

又 易証: 如果下式右边两項都存在，則有 

lim UM ± sM ) = lim / O ) 土 Hm ^( rr ), 
lim /( x ) g ( ar ) = lim /( x ) lirn ^ OO . 

x^a x^a x**a 

又如果 IlmgW ^ 0,則 

x-^a 

lim ^ Km/(»:)/lim 
p(x) x-^a x-^a 

習題. 在球面三角的諸公式 中，取 《 = 专， 芦 =^|， y =会，命則得平面 

三角所有的 公式. 




§10. 几个重要极限 


1°. e = lim ( 1 


丄) *• 


前巳 証明了 


e = lim (1 


n 


n 


9 


因此对于任何一^趋向无穷的整数貫 




e = lim ( 1 + 


k 


nk 




今設 f 依任何趋向于十00的序列 { xj ,} 而递变，幷且可以当作一切 X K >1 


nk = UJ ， 于是 


及叫 — oo 


^ 4- 1, 


鲁 


可得 


_ * ■■■ 一一 
”次 + 1 XJ( nj( 


1 


界 k 



< 1 + 


< 1 + 


々 +1 




9 


由 


lim (1 


K 


lirnl 1 


n k 


+i 


ni( + 


e 


及 


1 + ■""-* J 1 ， (1 

nk / \ + 


得到 


lim ( 1 + 


士 r〜• 


o ' 


所以得 1°. 


再硏究 

x k 


— 00,命 


y *， 則 y * —+ 00 . 显然 


. y * 


1 






y *- 







y k 


1 




J _ 丫々 _ 

— 1 / 


1 


n ~' l 


所以 


lim ( 1 


X 


X 




把尤換成亡，則得 


e 


lim(l + a) a . 

a-^0 


1 


例 1. lim(l + ax^) a 




2° m Hm 


o 


sinjt 


〆 • 


0 X 
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由 （ 5 .1) 式可知，在 0 < :r < I 的假定 下 3 有 

2 


- ^ sin x _ 

X ^- -> COS Xy 

x 


因此 


# 


因而得出 


例 2. 


由 


可知， 


例 3. 


由 


及 COSX - 

倒 4. 


_ SIXl CC ^ 

U X — — — 1 一 cos x 

X 




2 sin 2 — < 2 sin — 


x 


2 


2 




Hm ^HL£ = 1 

* —0 X 


_ 


Hm 

jc _0 


1 一 COS X 1 


X 


2 


2 


_ 


1 一 cos x — 2 sin 2 


x 

‘■■■_ 

2 


x 


l-cos^ 2sin 2 


• 尤\ 


2 


X 1 


X 


2 


2 


sin 


2 


Hm tg - d ， 

5C -► o 


X 

2 

1 

i 

2 


2 . 


警 


tg x — sm x 


1 sin x 1 ~ cos x 




COSX ^ 


X 


1 


可得結果. 


lim 

ji 


sec x 一 tg x 


x 呼 


1 \ A ： 


TV 

2 


2 


_ 


換变数0 則当： — 时《 — 0,所以 

2 2 


sec x 一 tg 方 = esc a — ctg a 


1 — cos a 1 一 cos a a 


sin a 


a 


2 


sin a 


a. 


故得所求, 


§ 11 •一 些例子 


^°. 硏究当 oo 时， siax 的情况 • 

对任意一个絕对値小于1的数《，一定有一个& f )，使 sinr 0 - 

点 A + Inniji =»±1，±2，***)上也有 

sin (a*q + 2 ^ 77 ) = 


«. 从而在 


113 • 



所以 


Um sin ( 龙 0 + 2«/i) = a 




所以 sin at 沒有极限. 


2°. 我們硏究函数 y = sin — 在 x^O 时的情现. 

x 

取递減于0的 x 的 数値： 

2 12 12 
■■ > _■■■■■■ ■■ ■ - • •. 

7t 7C 3 tz 2tc 5it 


2 


2 


(2 n 一 l )7 c ’ nn {2 n + l);r 


与它們对应的递增至 CO 的含的数値是 


允 3tc 0 5tt 

- • 7 t * - ， Z 7 t 9 - 

2 2 2 


(2 灼 一 l)?r (2 方 + 1) 

- - - - - , flTC* . . ■" Ut 


2 


2 


畢 


在上述各相邻的区間內，函数 sin 丄的値由1減至0，再由0減至_1，然后又由一 1增至 

x 

0，再由0增至1 . 如此反复不已.由于 sinx 是奇函数，所以关于原点，图形是对称的， 

yi 



0 



图95 

3 • 我們再來考'虑函 y x sin — ^在 x ― 0时的情況 

: T 


由 


龙 sin 


x 


< kl (x 卢0)， 


得 


limr sin 一 = 0 # 

x->0 X 


但当 r — A 时.爾数 y 


rsin 了仍发生无数次的振动，不过振幅逐漸減少而趋于零. 


故极限仍存在 5 如图96所示. 
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4°. 对任意有理数 r 常有 


lim 

；c — 0 


(1 + r) r — 1 

X 



m 




先硏究 r = 

(1 + — 1 
x 


n 是自然数的情況 ：由二 項式定理得到 



C 当 ；r — 0时), 


再硏弈 T — — ( OT 是自然数)的情況.命 

m 


V^l + A ： — 1 = y 9 

則 AT = (1 + y )- - 1,我們有 

v ^ \ X — 1 v y 1 

lim - = lxm - - --—— • 

x”o x y— 。 (1 + y) m — 1 m 

对于一般情形 r ^ — y 仍用以上的变換，当 y — 0时，有 

m 

(1 + x) n/m — 1 _ (1 + y) n — 1 (1 + y) w — 1 y n 

' L "" ■■■•■■■■ - ■■ ■■■■■■ I ■ . . - ■■■■■■■■■■ ■ — ■ ■■■ ■ ■■ mmm i _ i ■ ■ i ■■ ■• ■ ■ _■_■■■■_，■■■ i■ ■ > — 

^ (l + y) m —1 y (1 + y) m — 1 m 


§12. 无穷大之阶 


当 ^->00 时，如果 y = /(^)也趋向于00,則 y 称为一个无穷大.如果 

0 liin — ^ lim — y 

X -^40 / 

則称; r 与 y 有相同的阶，用 -Xy 表之.如果 


lim 三= 00, 

y 


則称名的阶大于 y 的阶，用 y —J s 表不.显然有:如果 y r — w /， 則 y w % 又有 

, • • -H X X 2 ^ X 3 ^ .••• 

又对任 意二实数 ot < j 3, 常有 

/七戶. 

倒 1. 命 


p(ncr) = a 0 x^ + a x x^ 1 + * •. + a^x + a 是，这 0 > 0, 

q{oi) = b Q x l + biX l ~ l + • • • + + 办/， 么 0 ；> 0. 

我們可以 証明： 按照々>/，及々</，分別有 

lim ^W=oo, 0. 

x^+oo q(^x) i? Q 

再硏究，当 u 〉 l 时，有 


X 

lim ——^ 00 # 

x-*oo X 
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命 從[尤]， 則 




— > — l ) 2 ?? 

1 ^ ~4 {n + 1) 


00 


癱 


此处用 了:若 


1+义， 当 ”>2 时， 




(1 + A)" = 1 + + + —P 


2 


>^.^1) A 2 > 

2 


一 1): 


对任一 a >0,我們命 a 蒼 


4 


n 


^則 


lim 


,x 


1 


X 


a 


lim 


a 


lim 


x 


所以对任一 a > 0,常有 



oo 




又命 


x 


a 


r = log tf y ， 則得 




X 


卽可得出一系列的无穷大之阶 


log « y — y “， 


x a e x ^ e cX —i e e ^ X 4 • • • 

* a 卜 log；r 卜 log log^ log log log^i - •• 

§13. 符号〜， 0 与 0 

現在硏究 ^r->a 的情況 • sO ) 是一正値函数•如果 



lim 泡=1， 

…£(尤） 

我們用符号/00〜 gix ) 来 表示. 

如果 

則用 

lim 丄 .’( y ) 1 <C oo , 
… gM 

来 表示. 又若 

/GO = ( KsW ) 

我們就用 

lim - ― o , 

… 忠 OO 

来表示. 

/ Or )= 心 00) 

例 1. 当： e — oo 时， sln ^ = 

= 0(1). 


倒 2. 当； r — oo 时，= o ( e ^) 9 
例 3. 当； r — 0时， 


sin;r ~ * H - oC * 1 ) 或 sin x ^ x t 

这就是 lirn^Lf = i 的改写. 

例 4. 当 ；c — 0时， 

cos;c * 1 - 4- 〆〆 ）或 1 一 cos ^ 〜丄; t 2 

2 2 # 
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例 5. 当 a :— 0时， 


例 6. 


tg x — sin x 


2 


x 


3 


^ tg x — sin x + ^— x z + 


2 


当 X — ^ +00时， 


: C + 1 + ^yj X — 1 — 2 ^ 


X 



这些例子也建議我們精密更精密的过程.更淸楚些，还是举一个例. 

例 7. 当； c — 0时，我們首先知道 (m 自然数） 

^y/l + ; (■〜 1. 

那也就是 一 1 — 0. 其次便进 一 步硏究 ， *Vl + x 一 1如何趋于0 • 我們前巳 
証明 

v -yj 1 + X 一 1 _ 1 

Jim . —^ 

x^o x m 


也就是得到更精密一步的 結果： 

*Vl H-X — 1 + — ^ + £00，而 ― o ( r ). 

m 

換变数 "Vl — 1 = y ，貝 1 J 

m I - 1 1 , m — 1 

y 1 + x — 1 一 一 x y — 一 ( (1 + y) m 一 1) 一 ^ y 1 + • • • 

x 2 —"C(1 十 y) 相 ― l) 2 _ mV + … 


所以又得到更精密的公式 



m ) 1 

V1 + 




m — 1 
2m 2 


x 2 + o(x 2 )； 


換言之, 


yi + x 


与 


1，1 



m 




x 


2 


所差的无穷小的阶一个高于 一个. 当然 我們还能求出更精密的表示式来，这表示式称为 
原函数的主要部分.在应用的时候，原函数与它主要部分的誤差往往可以略去不計. 

例 8. 用/米苌的直尺量直綫长度时，因为沒有把尺准确地沿着直綫放好，因此量 
得的結果往往比眞实的长度大一些.假如尺的两端距直綫的距离都是 A 米，今估計其誤 

差. * 



图 97 
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尺在直綫上的投影是 





4^ 


由 于又比 /小得多，由例7投影长度可以換为 


/ 1 


2A 2 \ 

下/ 


2 又 2 




因此絕对誤差是相对誤差是 

I \ 


例 9. 求套在一对滑輪上的皮带的长度.滑輪的半径各为及及 r ， 中心的距离为之 


則 


AC + Cc + ca 9 


由于 AC 


(f + a )， 


ca 


(ut 、 
I £1 


及 


乃得 


Cc — Do ― d 2 — ( i ? 一，) 2 ， 




7t(^R + r) + 2a(-R 一 r) + 2 V^ 2 — C 及 —^) 2 • 


若 i ? 一 T 相对于^来說很小，則有 


sin a 


及 



(^R — r ) 2 — d[l — 




d 1 


) 1 , 




故得 


/^ tc(R + r) + 2d 


(R 一 r) 




， ■ I < 




图 98 


例 10. 求圓弧 ABC 內的矢 f = DB 与其半弧 AB,B 的矢足= D X B X 的比値.若 
圓的半径为 r ，^.AOB =屮，則 ^： AOB l =中/2.故 


X 

U 


(1 一 cos < p ) _ 1 — cos <p 


T I 1 — COS 


?) 




cos 


118 




当 q ? — 0,則由§ 10例2得到 


lim 





故当9很微 小时；丄 的値可以用4代之. 

h 



§ 14 •連續面数 

定义.命 Kx ) 是一函数，它在某 一点々 附近定义.如果 -0) - fO 。）-* 
= Kxq + 0)，則称此函数在 x = Xq 連續.如果有 Ka ) =尺 A 十0)，則称为右連續•如 
果 Kxo ')^ f ( x Q — 0)，則称为左連績. 

使函数不連續的点称为函数的間断点. 

例 1. U ] 是一个面数，它在整数点上間断，而在其他点上連續 .’ 

如果函数/0)在一区間的每一点上都連續，則称/0)在这区間上連續. 

請讀者細看第三章的函数的图形，看出那些面数在什么样 的点上 連績或間断， 

定理1_若二函数 Kx ) 与都在&点上連續，則 

g \ x ) 

郡在那点上連續,但对商我們必須假定 g ( x 0 ) # 0 . 

这可以直接从极限性貭推出.現在討論一些常用的連績性貫. 

定理 2. 如果 / o ) 在〜处連續，且 Kx u ) = y 0 , x 9( y ) 在 y = ya 处連 
續，貝9(/0*0)在 X x 0 处也連續. 

証.給了任意6>0,因为 9( y ) 在 y =妁連續，所以必有0，使当 | y - y 0 | < <s 
时， — 屮 ( y 。） 丨 < s ; 另一方面，因为 f ( x ) 在 r = % 連續，所以必有 A 使当 
| x — 1 < 3时，1 fM — yoi < ey , 从而 

19(/0)) — 9(/(^)) I = l9(y) — 9(^o)i < e. 

所以 9(/ W ) 在 r 々 連續. 

1°. 有理函数. 
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fM = ^ 显然是（一 00, +00) 內的連續函数.根据定理1 , 


TO 次 

/- S 

a * x * x* 9 *x — ax m 

也連續;而 ^ 

"H a\X m ^ 1 + • • • + a m ^ix + a m 

是連續函数的和所以也連績.所以多項式(或称有理整函数)在 （一00,00) 內是連續的. 
两多項式的商(称为有理函数） 


a 0 x m + aiX ^ 1 + • • • + + a m 

i ? Q x l + bix 1 ^ 1 + " • + + bi 

除了在使分母为 0 的一些点上外，也是連績的. 

2 °. 指数 函数. 

假定“ > 1 . 如果我們能够証明 


則得 


Km a x = 1, 

lim a x = lim = a^lima y = a\ 

x -p^xq x —jto v-*-0 


換言之，/是一个連績函数. 

由§ 1例3，我們 a 經証明了 


命 




lima 





<欠< 丄，所以得到 a 7 ^ < ^ < a \ 

n 


« w < 1 + s ， 而 a s+1 > 1 — e ， 所以 1 〆 -1| < e . 
卽得所 証， 

关于 〆 的图形見图 100. 

3°. 对数函数. 

y — log x 

是指数函数的反函数，在（0, oo ) 之間这函数是連績的. 


当 X 充分小时，显然 




4°. 三角函数. 

先証 lim sin or = sin ; r 0 . 由 
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sm^r — sin^fo = 2 sin- — (^x — ^q) cos ——(: c + A ： n) 

2 2 


可知 


sin 丨一 sin ^ 0 j ^ 2 


sin —— (^: 一 i a ) 


2 


^ I x —- x^\ 


此处用了 |sind<|r| 及 I cosx| < 1. 因此 sinr 連續 


由于 


cosx = sin 


7 t 


2 


cosx 也連續.由 


tg X = 


sin x 


y 

cosx 


sec x — 



cosx 


ctg X ~ 


cosx 
sin x 


esc x — ― ~ - 

sin x 


可知，除去使 cosx = 0 的諸点外 5 tgA：，sec at 都是連 續的. 除去使 sin ^ = 0的諸点 
外， ctgx，esc ^都連續 • 

5°. 反三角画数. 


y — arc sin y = arc cos a: 

在 [— 1， +1] 之間 連續; 又 


y — arc tg 欠， y — arc ctg x 

在（一00, oo ) 之間 連續; 而 


y ^ arc sec x 9 y — arc esc r 

在 （一 00, -1), (l ? oo) 間連續 . 

讀者不难硏究 〆， log log AT, log smx, log tgr 等的連續性問鼠 


§ 15. 間断种种 

已經說过右連績和左連續，当然也就有右間断和左 間断. 我們举些例子来識別間断 

性. 

1) 我們定义 

f 0 若 A ： 尹0， 

^ = I 1 若= 0. 

对此函数，/( + 0)与 K —0) 都存在且都 =0. 但在 A ： = 0这一点上的値=1，所以在 
0上不連續. 

2) 阶梯 函数. 把区間 U ，6] 分为 


定义 

便得一阶梯函数.显然 


a = x Q C x x < x 2 < … < x n = b ， 

/ O ) = y v ，（； 若 知 -i < ^ < xv ). 


fC Xv — 0) = >， /( x v + 0) = yv + i ， 
yv +1 — > 称为飞跃幅度 5 这种函数在应用中經常出現（图 102). 

3) y - m = lim ^-^1. 对于 U 1 >1，因为 y ” — ⑺，所以 fM = r ; 


又对 
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于 Ul < 1，因为户 — 0,所以 /GO = — 1,因此可知它在 x = 土 1处各有一間断点 

C 图 103). 



4) •当^> 0 时， fW 不趋于极限，所以它在^0上不 



5) /00 « ：r sin 丄 U # 0). 我們有 Hm/(ar) * 0. 故若定义/(0) = 0,这函数就 

X * — 0 

为連續. 

I 0，若》是无理数. 

这面数无处不間断， 

7) 在（0, 1) 之間我們定义 fO) 如下： 如果 r 是有理数上（旣約分数)，定义 

q 

/W ; 对无理数6則定义 = o. 可以証明，在任一有理点上， /0O 是間断的， 
而在任一无理点上， /O) 为連績. 


証.設抑是区間中的任一点.任意給出 s>o, 因为不超过丄的正整数只有有限 

S 

多个，故只有有限多个 ^■使 f (令) =丄> S. 取; c。 的邻域（知 一 d y Xq +占)，使$不 


包含任何雜^可能要除去,。本 身)，黯 


因此 


l/W I < s，（0 < | 龙 一 ^ 0 | < 5) # 
/(^0 + 0 ) = /(^0 一 0 ) = 0 . 


若％ 是无理数，則 f ( x Q ) = 0. 故函数在无理点处連績. 又若巧 为有理数，則/(^)关 0. 
故任何有理点都是 /0O 的間断点. 


§16-連繽函数的一些基本性質 

定理 1. 假定面数 Kx) 在閉区間 [a, b \ 上連纘，幷且在 a，△ 两点所取的値异号，則 
在 a ， 6間必有一点使 

f(c) = 0 (a <i c C b) 0 

也就是 ~ ■'条^!續曲綫，从 x 軸的~^边通到^軸的另边时，它必与 r 軸相交， 
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鉦 （Bolzano 法).把 a， 办分为两等分，如果/ = 0,則定理 已明. 不然，在 


A 


+ b 
2 ， 


+ b 
2 


,b 


中必有一区間使 fOO 在其两端取异号，命之为 Ui， 61]，逐步进 


行得出 [ A ， ^ l\y I . ^35 ^ 3 ] 5 * • • —系列的、 一 个包有下 一 个的 


n 


区間，而心一 


b 




. 因为 A < < 


* 參 


bi > b z ^ 


> 


而厶方 


n 


0 ( 77 — CO )， 所以 


lim 


由于 


] imb n 




/(^) = llmj { a n ) < Q y f { c ) = lim/(^) > 0, 


* 

a 

A 

! 0 

j ^ 

t 

y 

L-^ 





m 104 


所以 /(^) = 0 


# 


例 1* 解方程 


_ 


这方程显然有一根 




4,我們再找一根就困难了，但命 fM = 2"- 和，由乂0) 




= 1^0,/ (含) =V 2 — 2 < 0可知，在0与含之間有一根 • 

定理 2. 同上的 假定. 如果 f ( a )= A ， Kb ) = B , 則对/， S 之間的任一数 C， 

、 

定有 X = C 使 j ( c ) - C . 


这定理就是上面定理的推論，硏究 fM - c 卽得所求. 

定理3 (Weierstrass ), 若函数 f(x) 在閉区間 U，6] 中連續，它必有界.換言之，一 


定存在二常数 m 与 M 使 


< /GO < M . 


⑴ 


証.用反証法.如果 / O ) 在 U，W 无界，卽对任一自然 数〜在 u，w 中一定有一 





( 2 ) 


由 Bolzano 定理，在貫 { x n } 中可以选出一个子貫{、}，使 

^ 0 ， （々— <»)• 

a ^ x ^ b . 由于面数的連續性 

电 

/(** 々 ）— /(太。） 

这是不可能的，因为它和性貭 (2) 相矛盾. 

使 (1) 式成立的最小的 M， 称为上 确界; 使 (1) 式成立的最大的称为下确界. 

定理4 (Weierstrass). 同上定理的假定， Kx ) 在 U， 幻中一定取得到上确界与下确 


界. 

換言之，在 [« ，办]中必存在 ;e = A 与 :c = A， 使 K^>) 与 Kxi ) 各为 代 x ) 的一切数 
値中的最大的和最小的. 

証.命 M 是上确界.由定理3 已知 M 为有限.我們也用反証法，假定 ‘匯有 /00<M， 
卽 fix ) 不能达到 M . 作面数 
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<PW = - TT-r-j 

M — /(x) 

这是一个分母永不为 0 的面数，所以是連績的.由定理3可知，卞为有界，也卽 9 C 0< A «， 
0 4 >0)，因此得出 

,00 ^ M — — # 


于是有一小于 M 的数 M — — 成为 


尤0,使 


/W 的上界.这和上确界的定义矛盾，所以必有一 


f ( xo ) = M . 


同法必有一欠1，使 f { x {) = m % 


§ 17. Heine-Borel 定理 


我們硏究閉区間 U, 6]. 假定我們有一組开区間 tf， 它們遮盖了閉区間 [a ，6]. 也 
就是說，对 U，6] 中的任何一点 s 都有那祖中的一个幵区間包着这点. Heine-Borel 定 
理的結 論是： 

定理 1. 在这样的組中我們可以找出有限个开区間，使它們能够遮盖閉区間[«，办]. 
証.我們用 Bolzano 的方法.用反証法，也就是假定区間不能为这袓內的有限个幵 
区間所遮盖.我們把 U，6] 分为两半，其中一定有一半不能为該組內的有限个所遮 
盖，命之为 U ， M ， 再把 [a l9 h] 分为两半 ，幷用 [«2, h] 表示不能为有限个 <3 •所遮盖 
的一半. 

継績进行，我們得出一个无穷序列 

[〜厶]， [ a ly •••[〜，〜]， • • • • 

每一个前面的包有后面的一个，而且长度趋于0,它們都不能用有限个 <T 所遮盖，我們有 


a ^ ^ ^ ^ a n ^z • • • ， 

办 > 厶1 > 厶 2 > • • • ^ b n ^ …， 

幷且 • - 

lim a n = lim b n = c % 

n - >oo n~*oo 

这点■象 [<»， 中的任 一 ^点一'样，一定被包括在某 一 ■內，令之为 < y 。 = ((*， JB )， 則 
a 当》充分大时，[知，心]也被包括在 (“，芦) 之中，这与 [ a ff9 b n ] 的性貭 

矛盾. 

若将开区間組汉改为閉区間組定理成立否？把閉区間[«， W 改为幵区間怎样？ 

这条定理在高等数学中十分有用，我們現在用它来处理連續函数的变差問題. 

定义. 函数 fO ) 在 U ， W 內的变差是指 / O ) 在 U ， W 中最大値与最小値的差. 
定理 2. 若是 U ， W 中的連續函数，我們能把 U ， W 分为有限部分： U ， 々]， 
[ x l9 A ], •••， ，幻， 使在每一部分中，函数 Kx ) 的变差都小于任一予給的正数 S . 

証. 我們扩大 / W 的定义：当X < “时 ，定义 /W - /(«); 又当 X ：>办时，定义 
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Kx ) - /O) .命 6 为任一适合《 < f &的点•由 /0 O 的連續性，我們可以找到5 > 0, 
使在 

<S — (Jq 一 疔 + 5 ) 

中的任二点巧都有1/00 — Kx 2 ) | < e (这 S 可能依賴于 o. 这样我們得出一个开 
区間組 L 它遮盖了整个 U， 办]，由 Heine-Borel 定理，其中可以取出有限个々，&，**•， 
〜，使它們遮盖 U， 办]. 

这些区間的任二相邻者一定有重迭的部分，在重迭部分中取分点，从而得出适合定理 
要求的一組閉的分区間. 

定理 3. 給与任一 s > 0,我們可以找到5 > 0,使对任一苌度不超过3的閉区間， 
/W 的变差常< S; 也就 是：对 u，w 中任意二个适合 -X 2 \ Cd 的数 A ， 々，都有 
l/U) - Kx 2 )\ < s. 这种性貭，我們将称为一致連續性. 

証.取 SiC 丄 s. 由定理2,可知存在一批分区間，在其中 /0O 的变差< e 3 , 命5 

2 

为迗些区間的最小长度，长度 <5的任意一个分区間一定包在以上这些区間之一或相邻 
两个区間之內，因此在长度 的分区間內， /O) 的变差 <2句<6, 

这定理在定积分理論中有基本重要性^ 


蠡 
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第五章微 



§ 1.微商槪念 


我們現在先硏究一个点作直綫运动的情況.从一定点 O 算起,經过时間£，这点离 o 

点的距离等于、如此 X 就是^的函数 






图105 


在一个一定的时刻^，有一个确定的对应的距离、若 


給 f —个改变量△£，在新时刻 f 十 Af 时，距离是 r + A 5 •比 



就是在这一段时間內的平均速度. 

在等速运动中，^就是常数.一般耕来，平均速度就是假想一个作等速运动的点在 

△右 

时間区間內經过距离仏所应有的速度，当0,这个比^的极限，給出在給 
定时刻 f 的速度 



例如，对等加速运动，我們有 



外是 始速.如此我們有 

v = lim -= 

a I 0 


II m -—— 

△卜 o A 亡 


— g{t + A /) 2 + v^t + At) — — gC 2 — 

L 2 2 


Hm 




=+ ^ o . 


和组离一样，速度也是 < 的函数，这个函数叫做办：)对£的微 商函氣 我們說亭寧辱 
距离对时間的微商(速度的量綱是乙了―)，微商有时也称为导数. 

在热力学中三态变化有以下的情況:我們对一固体加热，假定它的初温是〜在沒有 
达到融点之前，加热时物体的温度上升.在达到融点而未全部变成液体状态时，加热时物 
体的温度不变，直到全变为液体以后，又开始 上升.由 液体状态变力气体状态也有类似情 
況.命 p 表示物体所吸收的热量，它当然是温度^的函数. 

在图106中以橫坐标表温度 z ，枞坐标表吸收的热量固体轉化为液体的溫度为 
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h 液体轉化为气体的温度为 匕 显然面数2在 a 与 &有二 飞跃.于是 


lim Q 

表示物体的融解热，而 


lim Q 

a 


BC 


Q i 


lim Q 一 lim Q = EF 
表示物体的汽化热. 

在其他各点函数 2 是 < 的連續面数 .命及各 
是温度与吸收热量的改 变量， 經过精确的測量証明与 

不是正比例的关系.換言之，^不是常数.当 

A ^° 

0,这比的极限就是在温度/的这物体的比热.比热就是物体所吸收的热量对溫度的微商. 


0 


F , 


E 



1 

1 

t 


1 

1 

1 

/^ \a 

\ 

iD 

3 ^ 

l z 



囝 106 


这些例子建議我們下面的微商的槪念 


m 


Ax 


給定 一个面 数7 = /00，对应于自变董的改变量函数的改变量是厶 y . 則当 
+ 0 时，比4 的极限(如果存在的話)叫做这函数的微商，微商記成为/或 /' Or ): 




/ = fM = Hm ^ - lim Ay) =» • 

厶： — 0 厶 八 V 

求微商的运算称为微分法，有时还記成为 匕或 

当然，如果极限^幷不存在，微商也就不 存在. 如果 fO + Ax )- / O ) 不趋千 o ， 

Aor 

則微商显然不存在，所以对不連續面数我們是不能定义微商的.但是幷不是所有的連續 
函数都可以定义微商的 • 

和左极限及右极限相仿，我們可以定义左微商及右微商.左微商的定义是 

fix - 0) = lim i^JrUO ) ,， 

A -> o A 

^< o > 

而右微商的定义是 

fCx + 0) = lim A，+ 々） - 办 ) 

d>iy h 


§ 2 . 微商的几何意义 

我們考虑函数 y = / O ) 所画出的曲綫. 联两点 U ， y ) 与 （at + △;:， y + Ay ) 的直 
綫是曲綫的割綫，这割綫的斜率是 


Ay 

Aat * 

当0 时，这割綫的极限位置就是通过点 o , y ) 的切綫.所以 

fix) = tim 

厶太 —c Aa: 

就是曲綫 y = / O ) 在 （ r ， y ) 这一点的切綫的斜率.切綫与軸的夹角是《 ， 則 
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fM = tjr a. 


因此在曲綫上一点 （ A ：。， y D ) 的切綫方程是 

y — yo = — ^ n ). 

如图 108 的 >4 点，左微商与右微商是不同的，又如在 B 点的微商变为 00. 还有人举 
例說明有这样的連績函数存在，在任一点它都沒有微商. 

再叙述另一个几何意义.在 U ， y ) 平面上画曲綫 y = ; fOO . 假定它 
是連續的，幷且是单調上升的.从^：==^*到¥ = ^；的苌条內，曲後以下，尤軸以上的面积， 
我們用 A { x ) 表它.当^有一增量 Ay 时，面积增加了 A{x + Aat ) — /(>). 这一增加的 

面积显然在两长方形之間（如图109所示），所以 ‘ 

^ A(^x + Aa;) — A(jx) ^ /(a: 4- A 尤 ) Aat. 



除以且命 Ar — 0,則得 


/W < Hm Ali ■△幻一咖 </0> 0, 

Aa : 


卽得 


A \ x ) = fix ). 


所以該面积的微商就等于定义曲綫的面数 / W . 

更广泛地耕来，在任何两个量之間 ，一 个量的无穷小 
变化所应当得到的另一量的变化，都可以用微商来描繪. 
特別經常用的是随时間 Z 而变化的量 2 0). 微商 P ' O ) 


就是表达了这一量在一瞬間的变化率. 

例如，速度〃 （0 也是依时間而变化的.瞬时的变化速率 


a{i) = lim == v CO 

么# — o A ； 

就是加速度(加速度的量綱是 LT - 2 ). 

又如 PG ) 表示从0到/秒时所流过导綫的橫截面的电量(庫伦），則 

lim = Q f (f) 

厶卜0 

就是在所給时刻的电流強度，也就是电流強度是流过的电量对时間的微商. 
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§3. 面数的和、差、积、商的微商 


首先我們知道 


uoo iim “(欠 + k )± v{x + 々 ).. 二 ( “ o ) ±"(峻 ) 

a — 0 h 


- Hm <£.+ 々 ) 一 〆 O ±li m + + 々 ) 一 +) = 

A — 0 fi A —0 h 


所以如果 M (；* r ) 与 v ( jx ) 都有微商，則 》(： r ) 与 v ( jx ) 的和（或差）的微商就是《0*0与。00 
的微商的和(或差). 

又由 

iu(x)vMY = lim + ^ ~ u(x^)aM 

0 fi 


lim 


(«( 


h 、 一 u { oc ) ) t ^( A ： + A ) + K m “ OOC"C 


a ) — " w ) 


h 


h 


= u^x^v^x^) 4 - u(^x)v{x) 

可知如果 《0) 与 vix ) 都有微商，則《0)与 e / O ) 的积的微商就是 《 oo 乘 ^0) 的微商 
加上 "00 乘 “00 的微商. 

再用一次可以推导出 

(tt( ； o"GOwOoy = u\x)v(^x)w{x) 4- u{x){v(^x)w{x)y 

= uCx)t/Cx')u/{x^) + u{x^v\x)w(^x) + « 00 以 00 如 ’ 00 * 

以《0)〃0)«^0)除之，可見 

{u{x)v(^x)w (^r) y _ u {x) "’（O + «/(〆 ） 

«( x ) ^00 w{xY 


讀者試由此推出〃个函数相乘积微商的公式. 


再硏究 




v(^x 4- h ) 



— _ jj m 1_ + k) — t/jx) = 一 

“0 v(jx)v{^x + A) h tP'ix) 

根据乘积的微商公式立得 


( “ w y — “ oo 1 r \ ( i 丫 — ujx^vjx) — f/(Ar)«o) 

\v{x)) "O) ) \^oo ； 7(xy • 

就是分式的微商等于分子的微商乘以分母減去分母的微商乘以分子，再以分母的平方除 

之. 


§4. 初等函数的微商 


1°. y ^ c (常数 )• 


* 129 • 



C — c 


y — lim - 

h**Q h 


0. 


所以常数的微商是 0. 

由上面的乘积公式立得 


(^cu(je)y — cu\x ) 9 


卽一面数乘一常数的微商等于这函数的微商乘此常数. 


2°. y =，，界是自然数. 

現在用归納法来証明 


C^ n y — nx n ^ m 


易知 


x = lim 

A -►O 


.{x h) — x 


k 


1. 


如果 e 知 = o — D ^" 2 , 則由乘法公式 


(^x n y — (x n ~ i *x) / = x nmml *x f + (^x n ~ i yx — x n ^ 1 + (/z — i)y 


.n 




再由除法公式，可知 


x^ n y 




一 ⑺， 
Xn 


nx 


i ir 


X 


幷可推得 


(<y 0 A：# + ayx n ^ + • • • + d n ^.\X + a n Y 


na^x 


h + G — 1)叫” 2 + ••- +〜, 


u 


3° m y = logx Cx > 0\ 


y 


lim 

A —0 


log 厶 ) 一 log 

h 


log (1 + 


X 


lim 

A 0 


k 


X 


-= 




h 


Hmlog ( l +^ A )^ 

X 




此处用了以下的結果 :給了 1 > « > 0,必定有整数 # ，滿足 — < « < 丄； 故 

界 + 1 於 


因此 


又 


4°. 


1 



<C (1 + txj^ a <1(1 + 


f * 十1 


n 


♦ 


. , nj 


Hm log (1 + a) v<1 = log ^ = 1 
o 


m 


(loga xy = (log x/ log ay 


x log a 


* 


y = siel x m 


y 


0 


lim 

A —o 


sinC ^ - ft) — si 


2cost x 


smx 


h 


lim 
a — o 



h 

2 


h 


cosx 


因为当 


丄 — 0,貝 ljU 

2 h 2 


，卽得 

(sin x )' = cos x m 
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5' y = cos 欠. 


y 


卽 


6 ° 


y 


9 


8°. y = sec x % 


9° 


lim 

it-*0 


cos 


(^x + h 、 — 


cosx 


• 少 =tg 无 . 


smx 


cosx 


7°. y = ctg a :. 


• y — esc a : # 


h 


lim 
a —o 


2 sin (尤 + 令 ) si 


h 

sm —— 
2 


h 


(^cosxy 




smx ^ 


* \ f 


;m xY 


sin x ) cos x 一 ( cosxY sin x sin 2 x + cos 2 ^; 


cos 2 x 


cos M x 


(ctg xY = _ 


csc 2 x 


■ 


y 


9 


■Y 


_ sm x 
cos a ：/ cos 2 jtr 


tg x sec or . 


y 


\si 


sin x 


cosx 
sin 2 at 


ctg x esc x % 


sm ^ 5 


sec x % 


COS X 


5. 复合函数的微商 


假定 y = fM 是区間 d < % < 6 上的連續函数，这函数的数値在区間 C < y < J 之 
中.再設。= FCy ) 是一个在区間 c ^ y < d 中的連續面数，則得复合函数 


jsf ^ F(y) =* 


現在有 


z = lim 
a —► o 


F(fjx 4- / Q ) 一 F (/( ar ")) 

k 


j im I F ( f(x 4 - A )) — F (/( y )) • f(x + 办）一 
a^o V f、x + A ) 一 /(^) h 


« 


命 y = /(^) 及 y + 々 =/O + A )， 則得当 A — 0 有々 — 0. 得出 

^ = lim F - ( ^ + A — - = FXy ) fM . 

所以二复合函数的微商等于它对中間变量的微商与中間变量对于自变量的微商的乘积 
例1♦用 


cosx = sin 


丌 


2 


x 


y 


Ctg A ： — tg 


7V 

¥ 


X 


9 


7V 

esc x = sec l ― ^ ― x M 

2 


从 sin 尤，咬 r，sec , r 的 微商公 式推出 cos a: ，ctg x，esc x 的微商, 
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例 2. 


(log slnxY 


sin x 


sin 


Xy = Ctg AT 


(log cosxY 


COS A ： 


(cosxY — —— tg x m 


汆反南数的微商 法則： 假定 y = / O ) 在区間 （ a ， 幻上連續且上升（当 x 增加 y 也增 
加），而 J = Ka ), B = Kb ), 則在区間 （ J , s ) 有一个唯一的反面数 AT = 9( y ) 存在，不 
难証明在（/4, J 5) 上这函数也是連 續的. 卽当 Aat — va 时， Ay ->0, 且反之亦然. 

定理 1. 若 fOO 在％点有不等于0的微商，則反函数 < p ( y ) 在 y 。 = fU 。） 点有微商 


<pXyo) 






用 Ar 与厶 y 表 at ， y 的对应的改变量，卽 


Aat = 9(y。 + Ay) — <p(y 。）， Ay = f(x 0 + △:) 一 


我們可以写成为 



Ax 

Ay 


Ay # 


A.X 


趋于极限便得所証. 

这定理的几何意义+分明显.函数 

x = < p ( y ) 与 y = fOO 

在平面上的图形是一样的，所不同的仅是考虑函数尤 




9( y ) 时，把 y 軸当作自变量，而考虑 y =/00 时 ，把 X 


当作自变量. 


作切綫 M：r (如图 no 所示) 


显然有 


fM = tg a ? a 是从尤軸轉往 M 7" 的夹角， 
< p '( y ) ^ tgfiy J 3 是从 y 軸轉往 Mr 的夹角. 


)3 + a 


TV 

2 


所以 




tga 


卽 9'( y ) =二 


fM 


o 


• y 


x\x >0 9 n 自然数)是 AT = y « 的反函数，所以 

1 1 


y 


X 


_ 


nt 


n 


P 


y^y = = z p ， z = x q , 卽 y 是函数 2 的函数，所以 


y = (y 


pz p — 1 . -—- X 

<1 


i - 


p _ 

<1 


p 


X 4 


1+ ^ 


£ 


p , 


« 


2°. y = a x (a > 0) 的反函数是 
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前已証明 


* = < p ( y ) = log 0 y # 


q > Xy ) 




y log a 


所以 


( a x Y = y log a — a x log a % 


特別当 


时 


( 〆 ）' = 〆 • 


3°. 对任一实数 《 ，考虑面数 


这面数可以写作 


用复合函数的微商法則有 


y 


.4 


Cx > 0 ) # 


y 


log x 


m 


y 


log 龙 • 


ax 


現在硏究反三角面数. 


4° 




y = arc sin x 


争 


这酿 是雑麵 • 我練考虑中的 -段. 这-纖看为， 


的反函数，所以 


Vx 


i 


y 


cosy ^ _ s J n 2 y 



1 — 


这个根应取正号，因为 cosy 在区間 (一 ff j 上是 正的. 同法可得 


(arccosxy = —- 


Vi 


这里所考虑的是 （0, 兀）之間的一段. 


另一方面，由 


siny = cos 


2 


y ), 所以知道 


arc sin ji : + arc cosx 


2 




微分此式的两边也可以得到以上的公式. 


. y 


tg ^ 


現在取一 


2 2 


間的一段 ，它是 


tgy 的反函数，所以 


yx 




1 + tg 2 y 1 + jk 2 * 


cos y 


同法 


(arc ctg xY 


1 + W 



6°. 讀者自証 


及 


7°. 考虑面数 


其中都是^的函数. 
将此函数写为 


( 


arc sec 





X V x 2 — 1 


(arc esc y)' 


X x 2 — 1 


■畢 


y = ti 


v 


y^=e 


ff log; u 




由复合函数的微商法則得到 


y = lo& log 


再用乘积微商法則，得 


y 


• __ e v loe u ^ e> / j Q g “ + 丄 “')=l 0 g u JL ti 




u p a\o^u + vu ttmml u\ 


§ 6 .双曲西数 


双曲函数是 


shx 一 Ce 
2 


X 


e ^ x ) 


(双曲正弦）， 


ch 欠 丄（/ + 广 0 
2 


(双曲佘弦）， 


th x 


shx 

chx 


(双曲正切）， 


cthx 


thx 


y x 9^ 0 


(双曲佘切). 


易知 


^ +y + _ 〆 一 e_ x e y 


2 


2 


2 


2 


卽 


ch{x 士 y ) = ch x • ch y ± sh x ♦ sh y . 


同样有下面的恆等式 


sh(x 士 y ) = sh 尤 * ch y ± ch 尤 .sh y . 


将 y ** * 代人，得 


ch 2 x - sh 2 x ~ 1, 
ch 2 x — ch 2 x -h sh 2 ^:, 
sh = 2 sli a : ch a :. 
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因此这些函数显得与三角面数非常相似 3 它們的图形如下: 


y 


y=ch x 


th jr 


sh r 


图 111 


图 112 


双曲函数的微商是 


( S h,y = T (^-^y = 7 (， 


4- 厂 = ch 尤， 


(thx) 


(chxY 1 (〆 W = 7 (〆Oh ,， 

, ch ^ - (sh xY — sh AT * (ch xY _ ch 2 x — shir _ 


ch 2 x 


ch 2 x 


ch 2 x 


r t 、， sh y * (ch 欠 ） ’ 一 ch x ■ (sh x)’ __ sh 2 x — ch 2 x — —1 

(cthj ° - - ^ - ^ 1^- 


sh 2 x 

現在我們来求双曲函数的反函数. 

命 y = chx(^ — 00 <C x <i 00 )，則 


2 y * 〆 + 1 = 0. 


故得 


±v 


(y > 1 )， 


arc ch y = log (y 士 〆— l). 


因此反双瞄佘弦函数是一个双値函数，它对应于两个单値的支，各对应于^从0变至 
+ CO 以及从 一 00变至0 . 

同样求出 

arc sh y = log (y + V y 2 + 0 ， 


arc th y = 丄 log 丄 + y 

2 1 — v 


(iyi <1), 


arccthy = T log ^I (UI>1) - 


它們的微商是 


arc ch y) f 


(v 士 




iy 



― 7=> 

V 〆 一 i 


• 



(arc sh y)’ 




\/ y 2 + 1 


(arc th y)’ 


1 


y 


2 


(lyl < 1 ) 


Care cthy)’ 


1 — y 2 


(|yI > 1) 


§7. 微商的公式表 


l* (cY = o, 

2. {cuy — cu\ 


3. («i + • * • + u n ) f = 4 - • ♦ • + « 二， 

4 * (“1 . U n y = U1U2* * + UiU 2 U^ * * *u n 


5* 


(vJ 


u v 


V u 


V 


2 


十 u x u t • - - u n$ 


6. Cx a y — aW 1 ， 

7. (log 《） ’= 丄， (log a xY = — 」一 ， 

x ^ log a 

8* Ce x Y ~ e x y {a x y = a x log a 9 
9* ( sinxY = cosXj 
10 * ( cosxy = 一 sin at ， 

11 . (tg xY = sec 2 尤， 

12. (ctg xY = - esc 2 尤， 

13. (sec xY = tg a: sec 

14. (esc xY = — ctg x esc Xj 

15. (arc sin = — —— - —— ^ 

^\j 1 — x 2 

16* (arccosjc), = —— ^ ) 

•yj 1 — X 2 

17* (arc tg xY - --- ， 

1 +〆 


18. 

19. 

20 . 


21 . 


(arc ctg xy = 

(arc sec xY — 

(arc esc xY = 
(sh at)' = ch a; 
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22. (chAr)' — shxy 


23. (thxY 




24* ( cth ^)' 




sh 2 x 5 


25. {s\r l xy 



26. (ch^xy 





x 2 + 1 
±1 
x 2 — 1 


27. (drk)’ 




1 — X 1 


， （Ul <1) 


28. (cth〜)’ 


~^ (丨 > 1) 

1 — 〆 


29. Vx = 通过“依賴于 ：)， 


30* 


yx 


§ 8 •例 


題 


锏 1. 


特別如 


一般聰 

(( x n 

例 2. 


例 3. 




y = 

fix)e x 4 - j{x)e x = {fix) + fM)e\ 


((: 2 — 2x + 2 )〆 ） ’= ( 尤 2 — 2x 


2x — 2)〆== x 2 e x 


((a: 3 — 3x 2 + 6x 一 6)e x Y — x 3 e 


nx 


1 + ni^n 一 l)x rt " 2 一 nCn — 1)(« 一 2)〆 一 3 + • • •)〆)' 


ax + b 

y = --- 

X 2 +V 

(^ax + 办) ’（ x 2 + 1) — (ax -h 占 ）（ 怎 2 + 1), 


(x 2 + l) 2 


这〔太 2 + 1 ) — 2^ax + b、x 


ax L 一 2bx + a 

"(?+ D 2 ， 


x sm or 十 cos a: 
% cos 丨一 sin a: 




• ns • 



例 11. 假定6—從 >0, 


」 b 


log 



ax b 


b — ac 


ac 



ax 


+ 办 + -\/ b 一 


ac 


h 一 ac 



b 一 ac 




ax 


ax 


_ n .- i^uai - I f— — ■■ ■ l 

+ b 一 ^\] b —— ac i^\j ax + Z? + V b 一 ac) 2 2 y ax^rb 

+ b-^^J b —— ac 


(尤 + <oV ax ^ b 


例 12. 



^arctg /^±i, 
ac — b \ ac — b 



ac —— b 


1 + 


ax 


ac 


ax + _1_ 

^ — b ) 〔尤 + c ) i/ax +~^ 


例 13 . 假定1^，^<?求 



. a sin x b 
— arc sm - ； - 

b 1 a + bsinx 


的微商 • 


a sm at 




1 - 


a sin x b 
a b sin x 


b sinx 


例 14. 假定 W < 41，設 


則 


vV — “ 2 


log 


b a sin x —— a/ 厶 2 —— ^ 


COS A ： 


a 七 b sin x 


b sin a : 


/ 


b sin a: 


b 2 —— a 1 b -\r a slnx 一 -\ Jb 1 一 a ‘ 


cos at 


b a sm x 一 \f b 2 —— a 2 cos x\ 


b S1UA ： 


a + b sin x* 


例 15. 


iin x 


y = ^ e lo S x%inx^ 


losx%in x y=e lcs " tinjf (log^slnA：y = X $lnx ( -~- 


、 x 


\ ogxcosxj 9 


例 16* 証明偶函数的微商是奇函数，奇函数的微商是偶面数. 

£-■ ■ ^ ^ _」 ■ ■ - - r — ,_ ■ -■ * _ !_■ J I ~ " ■ ■ ■ ' ' ■!■ 

由于 ( K - P)y = 一 f 又一 X )， 明所 欲証. 

例 17* 求 y = log ( I * I ) 的微商 • 


* 139 





咨 a :>0 时， / =—; 当 f<0 时， 


/ = C log C— 尤 ））' 




前式仍能适用. 

倒 1S. 曲綫 


y = ax 


(m > 0) 


在某点 （t y) 的切綫的斜率是 


tg 


y 


tnax m "\ 


切綫在％軸上的投影 


TP 


y 


ax 






tg 


max 


如此得一个在 M 点作切綫的簡易方法 如下： M 点在^軸上的投影点命之为作 OP 的 
丄长 rp， 联上 rAi 卽为原曲綫的切綫 C 見图 113). 

m 




例 19. 悬鏈綫的方程是 

y = ^ * ch ~ (a > 0). 

a 

我們知道 

/ x 

tg a = y = sh —， 


所以 


cos a 


1 + tg 4 


1 + sh 2 


X 


ch 



于是 y • cos a = a 9 若从紙标 y = DM 的 D 作切綫 M 7" 的垂綫 D 5 5 則綫段 AS 就等千 
由此再推得在所討論的曲綫上作切綫的簡易 方法: 把枞标 DM 当作直径作一半圓，以 Z ? 为 
中心，《为半径截取交点 S . 直綫 MS 就是切綫(•图 114). 

例 2 0.簡諧 振动. 一 貭点沿一軸在某一中心附近依下刻規律的 运动： 
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s = A % sin + a) 



O A 


- >5 


称为簡譜振动. 

由于 | sin a : | <1，所以这一貭点在一 Z 与 J 之間摆动. Z 称为振幅，起始点是 


A sin 

而《称为初相，这一运动經过 时間# 后回到原处，0称为頻率. 

• * to • # 


求路程 r 对时間的微商，則得运动速度 

v — Ao} * cos(a)i 4 - a) # 

当 ; f = 0 时，卽經过中心， C / = ±/4 a ) 速度达到最高点.又当貭点在最透处时 （J == ± j )， 
速度为 G . 

求&对 f 的微商： 

a = 一 A ( O z sirt (tot + cc)， 

这就是这一貭点的运动的加速度.显然有 

a ~ —⑴ 2 •夂 

引进动点的貭量仿，依 Newton 定律，若簡諧振动由力 F 的作用而产生，則这个力 F 可以 
表示为 

F ~ ma = — m<o 2 s M 

辱 

由此可以看出，它是永远指向中心的（因为有与，相反的符号），幷且与点离中心的距离成 
比例. 

例 21* 阻尼运动. 

阻尼运动的規律是 

s == Ae ^* sin tat ( d , 々 ， oj !> 0). 

这一运动也是一个在中心附近所作的振动.但是有因子 d 当 f — 00,广〃 — 0,所 
以这一振动的振幅愈变愈小，逐漸地和中心点相重合，也就是 


Hmi 1 = 0 





这一运动的速度和加速度各为 

v = s t = Ae^^tocosiot 一 々sina«) 
a ~ t/t = ~ Ae ~~^(^( 0 2 sina)i H - 2a>々• cos — * sin o ) t ^) 

— — Ae^[ (a> 2 + ^ 2 ) sin iot + 2 々 (a)cosc£« — 々 sinto/)] 

=_( a ) 2 + 一 2\ v m 

假如这振动是由于力 f 的作用所发生的，則 

F — 一 (a) 2 + J^)ms -— 2\mv, 

我們可以看出，它是由两种力合成的： （0 与貭点离中心的距离成正比的且指向中心的力 
(与簡諧振动同样的力)及 （ii) 与速度成正比且与速度方向相反的阻力. 
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§9 .微 分 


在以上几节中，我 們已知 A ; c 本身是一个自变量，与 at 无关.我們把它叫做自变量的 
微分，用 △;«: 或者厶表它.注意，这个記号幷不是 d 与尤的乘积，厶作为一个符号采用， 
这表示自变量的改变量，它与 A ： 无关. 

一个函数的微商与自变量的微分的乘积，称为这个函数的微分.用办或 dfix ) 来記 





它，也就是 

dy = df ( jsc ) = fMdx m 

所以微商就是微分的商： 

dx 

面数的微分是和它的改变量不一样的.在曲綫 h 取一 
点 Ai O , y ) 与另一点 iV . 做切綫 Mp ， 作出 Ai 与 iV 点的枞 
坐标及平行于 x 軸的直綫 MP . 現在 


m MP D MiNi = Aa : (或办）， 

PN = Ay ( y 的改变量). 

但是 _ 

dy — f (jx)dx = MP tg (Z PMQ^) 

显然？ ^ 幷不是 PN , 也就是办幷不是 Ay . 

虽然如此，但是 

= fM + e, (△欠 一 0) 

此处的 s 是一个无穷小.这一点不难証明，因为由定义就知道 


所以 

或者 


lim = f \ x \ 

a 0 A v 

Ay = /'( r)Ax + o ( A «)， 
Ay — dy = o ( Aa :) # 


这一公式說明了微分的一个重要 特性： 函数的微分和函数的改变量之差是自变量改变量 
△ A ： 的高級无 穷小. 微分的另一重要特 性是： 办是办的綫性函数.这两'个特性完全决 
定了微分本身，換句話說，如果有一同时具备上述商性眞，那末这个量就是函数的 


微分. 


根据这两个性眞，很容易想到，用微分代替函数改变量来进行近似計算是很方便的. 
我們可以立刻推出微分的一些基本 性貭： 

1°. 常量的微分等于0,卽心= (cydx = 0 .厶苗 0. 

2°. dCu^x) + ^(rr)) dui^x) -h dv (x) 4 
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3°. = u { x ^) dp ( x ^) + v { x ) du (^ x ) 5 特別有 d ( cwOO ) = cdu ( s x ^) % 

4 0 . J (~^) = --y— [vix^du^x) — u(^x)dv{jx)] m » 

\V\X)/ C/(r) 


5°. 复合函数 y = /(«), « = tpO )， 則 

dy = y x dx jXu^Ugdx ― j\u)du, 

这个式子吿訴我們，不論 《 是中間变量或是自变量，函数 y = f(u) 的徹分汆远可以写为 
dy - fXu)du, 这就是所謂一阶微分形式的不变性.以后我們将看到，对咼阶微分就不复 
有此性貭了. 

不难推得常用的公式 


dy 

dx 


dy du 
du dx 


n. 


y — f (^ r ) — a : 3 + 2 x 2 + 4 a : + 10. 

在 at = 2 与 △: r = 0,0 l 时 

Ay — /(2.01) — /(2) = 0.240801. 


另一方面， 


dy == f { x")dx = (3 X 2 2 + 4 X 2 + 4)0,01 = 0,2400. 
办与 △)； 相同到三位小数. 


§10. 誤差的估計 

当实际測量或不精确地 計算时 （如四舍五入法），任何一个量 X 可能有誤差 Ar, Ax 
称为絕对誤差，而 


Ay 

x 

称为相对 誤差. 設 y = fO ) ，由确定怎时的誤差 y 所产生的誤斧为 Ay. 当 Ar 的値 
很小时，我們可以収微分办作 Ay 的近似値.因而要測的量 y 的相对誤差就差 不多是 

HI 


例 U 









< 


du 




dv 


V 



这就是第一章所涉及的积、商的誤差估計公式. 
例 2. 求年径发生誤差时，圓面积的誤差. 
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Q = 7 tr 2 dQ — 2 zrdr 


dQ _ 2 rcrdr 

Q KT 2 


dr 


面积的相对誤差大約等于半径的相对誤差的两倍. 

例 3. 求对数的誤差.当有一誤差时，求 x 的常用对数 ylog la a : 的誤差，此处 

y = — (M =^= 0.4343), 

X 

所以 

dy = 0,4343 


卽 y 的对数 y 的絕对誤差，单純地依賴于 r 本身的相对誤差而确定. 

用这公式可以估計我們常用的 2 5厘米 （= 250毫米)的对数尺的淮确度.在故置瞄 
准器或計数时可能发生誤差，例如可能誤差在左右各十分之一毫米之間，則对数上对应的 
誤差： 


依我們的公式 


0.0004 


dx 



0,0004 

0.4343 


= 0.00092 


== 0.00l # 


計数的相对准确度在算尺的任何部分是相同的. 

例 4. 在依三角函数的对数表而求角9>时，我們发生了这样的一个問題，用正弦表或 
正切表那一种更为 有利. 

y \ = logio sin 9 及 y2 = logio tg <p ? 

假定 yi ， y 2 的絕对誤差办:，办 2 是相等的，如果用与厶表示角9的对应的誤差，則 

, M , M ^ 

dy \ = -- • cos <p • d\<p — - di(py 

sin q > tg q > 

dyi = • sec z <pd 2 (p ， 

卽得 

d 2 ( p — d±(p * cos 2 (p < d ^ cp m 

由此可見，对数値有同等的誤差时，正切对数表所給的角比正弦对数表所給出的角有 
較小的誤差，也就是說用前者更为有利. 

倒 5. 利用正切电流計确定电流強 度时， 用公式 

I = ^ tg q> % 

假定讀角度的誤差是則 

kdg> 

2 ， 

cos q > 
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di 


kd(p _ 2 


々 cos 2 <p tg qp sin 2 <p 


抑. 


由此看出，当接近 45° 时，确定纟时的相对誤差較小. 

漸近式_命 Ax 口 ; c — 知，則由 

Um “。 + ,. Ay ) 二 J IW = f ⑻ 


可知 


fM — Kxp ) 

X — Xo 


疒（尤 o )_ 


所以我們不妨把 （X — x ,) fXx Q ) 看做为 /W - / U ) 的漸近式.我們用 


fO ) — Kxo ) 6 O — 


表它,也就是 


fM = Kxq) + ( 方一 Xo)fXxo ) 9 


特則，如 a :。 = 0，則 


/O) ^ /( 0 ) + xf( 0 \ 


例如 


(1 + ^) A = 1 + he ， 


特別 


e x ^ 1 + x 


(1 + x )^ 1 


log (1 + x) ^ 


2 


AT 




sin x ^ Xj tgx — x 0 


例 6. 悬 _ 綫. 

設有两端悬挂着的有重量的鏈条（图 116), 鏈长为6跨度为/，垂度为則經常用 


近似公式 




(实貭上应当是一&而々由卜 
把^当做自变数， 


2々 shj ： 确定). 
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☆H df ， 


16/ 


例如，我們估計到由于溫度所引起的长度的变动，便可以預見垂度 f 所产生的变动. 

例7, a 知圓形电流作用于位在其軸上且与圓中心 o 距离为 x 的单位破板的力是 


r 

此处々是常数〆为半径.求沿軸，在 r 处放置一块长度为的破鉄 MS 所受圓形电流作 
用的力（图 117). 算作在 iV 极集中着正破量《*，而在 S 极集中着与它相等的負磁量一 m 
电流作用于破鉄的力 F 可以表示为 


w + x 2 y n <y + o + a > o 2 ) 


U 2 + x 2 Y 2 




km — - i 

dx L (a 2 + « 2 ) 


3/2 


Ax 


3 f(mxAx 
(a 2 + x 1 ^ 


§ 11 .高阶微商 

在开始的时候，我們就巳經說明过速度是距离对时間的微商，而加速度又是速度对时 
間的微商.所以加速度是由距离对时間連續求二次微商而得来的，这称为二阶微商，卽 


ds 

dt 


dv 

dt 


我們写成为 


d 2 s 

dt 2 




般耕来，我們用归納法来定义高阶微商. 


fO) 的 《—1 阶微商 y— n 15 0) 


的微商(如果存在)称为"阶微商，以 y u) = f M M 来表它.在 a ： =知这一点的微商値以 


严00 1 


表示. 


例如 


則 


ar 4 + bx 3 -h cx 2 + dx + e 9 


4ajc 3 + 3bx* 


lex + d 


\2ax 2 + 6bx + 2c 
24ax + 6b 3 
24a 


以后的各級微商都等于 0. 
又如 


log (JIT + 文 2 + 1 )， 


則 


V 


5 


W 1 ' 


2 x 2 — 1 

U 2 + 1) ! 


ATr A*A* 

，等等* 
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高阶微商当然也都有一阶微商所出現的各式各样的現象，如左微商，右微商等. 
显然有 

= c - w )，（《 ± = u in) ± ⑻. 

再举一例子. 

1) 命 》 为任何实数， y = 我們依次有 

y = y n — “（《 — I)’ -2 ， . • •， 


^"般有 


y( ff ) = u(^u 一 1) * * * — n + 


我們用归納法証此公式. 

(y (” ))’ = «(« — 1) • • • (« — n + 1)(at w—fI ) / 

= u{u — 1) - • •(“ 一 n Hr 1)(« — n)x li ~ n ^ x — y in ^ l \ 


特例. u 二 —1，則 


ar = 


(― l) n • 77! • 



2) 命 y = logh 由 





x 


=(― 1 ) 



y, =* ( log xY =— 

X 


可知， 


yM =( 〆 ）(《—0 = 



(― 1)” - — 1)! 

x n 


3) 命 y = a% 貝 lj 
特別有 

4) 命 y ^ sin，， 貝 U 

一 般有 


y M — . (log a ) n ， 

( 〆 ）(《) = 〆 • 


y = cosx = 




// 

y 


=COS ^AT + ^ 


sin i^x + tt ) 5 


y 



sin 



x — 


n 7 t 

2 



* 


我們用归納法証明此式. 



同法可得 
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(cos x^ n) ~ COS (欠 + 


717 C 


2 




5) 命 


y 


x 2 — a' 


，由于 


y 


2 a 一 a x a 


立卽得到 


Ct* 2 - a 


in) 


_ (— 1) 〜 


2 


0 


a 


x 


— 


77 + 1 


(A ： 十 a) 


n + 1 


_ 


6) 命 y = 貝 U 


y 


= ae ax slnbx + be ax cos bx % 


引入輔助角妒， 


sm (p 


b 


則 


V “ 2 + 厶 2 


cos <p 


a 


V ^ 2 + b 1 


y' ~ a 2 + b l * ^ ax {sin ^cos cp + cos bx siu <p } 
—^s/a 2 + b 2 * e ax * sin (^bx ^ ^>) 3 


一般地，由归納法可以建立 


n 


y ⑷ = (a 2 + - e ax * sin^bx + n<p\ 


7) 命 y = arc tg X ，貝 x = tg y 


y 


1 + x 


2 


cos 2 y = cos y sin ( y 


7 C 

2 


y 


争秦 


sin y * sm l y 


TC 

2 


cosy * cosl y 


7 V 


2 


y 




cos 2 y cos ( 2y + 


7 C 


2 


cos 2 y sin 2 ( y + 


7 T 

2 


* 


y 


nt 


2 siny * cosy • sin 2 ( y + 号 )+ 2 cos 2 y cos2 (y + —■ 




• y 


2 cos 3 y • cos( 3y + 2 


蠢 


TV 

2 


2 cos 3 y . sia 3 ( y 


7 t 

2 


鲁 


一般地，由归納法可以建立 


y 


U ) 


(?? 一 l)fcos rt y • sin n\y 


rc 

2 




当尤 >0 时，引入角 r : 


X 7 T 

!S — arctg —— =— —— y, 

x 2 


則上式成为 


yU )= (打 


1)! 


(1+tg 2 y) w 


n 


sinn(7r — jet) = ( — l) fl — 一 1)! 


( i + x 2 y /2 


sm ns 


(-1 广 1 U - 1)1 


(1 + 


/2 


sin \ n arc tg 


x 


9 
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8) 命 y rt = x ”- 1 則 


x 


yi 




(^ e x y —— 


e 


I 

X 


X' 


" 

V 2 


c^r 


e 


X 


1 


X 


e 


X 


X 


e 


l 

X 




~^ 般地 

I 

y ^ n) = (~ l ) n -^- (奴 = 1， 2 ,…) • 

x n 

我們用归納法来証明 此式： 


r 


yM 1 ) 


d (x^eh 


dx 


(«> 


i 

fl 一 1 x 

nx n e 


r 




(«) 




X 




A X 


n^l e 


l 

x 


X 


fl 十 2 


9) 微商还有下面的应用.一个多項式 fo ) 如果可以被 Qooy 所除尽，則 roo — 
定能为 QOO 广 1 所除尽.特別有，如果 fO ) 为其/重根，則 fix ') = 0有 

^ = «为其/ 一 1重根. 

証.由假定显然可見 

/W = 

汆微分可知 

/，<>)=《总⑺广 yw 々 o )+( 容 

另一方面，如果 /'<>) = 0有一个/ 一 1重根 AT = a ， 这幷不能說明 / o ) 有= «做 
根.但是能够說 / O ) —/(«)以尤=«为其 /重根.这一証明是不难的 s 从略. 


§ 12. Leibnitz 公式 

定理. 如果《， */ 都是^的面数，备自有 n 級为 it 的各級导数，則 


n 


(⑽ )(《) = 2 


f =0 



w ( a —0^(0 —鉍⑻"+ ⑽(”一 1 )"’ 


n{n — 1) 乂 „_ 2 ) 
- 

1 * 2 


，+ •••+ ” … . + 1 ) • + ⑽ 00 

1 • 2 • * • i 


我們用了如下的 符号: 



n \ 


i\{n — 0! 


有时也 f £ 为 



鉦.我們已經知道这一公式当» = 1时是正确的，現在行归納法. 
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(⑽严 = (一) 。0 )' = (2 ( ?扣一〜⑺)： 2(:) 


( w ) («("■+〜(，•) + «(" v m )) = 2⑺《 

<=0 ^ 1 ^ f^o \ # / 




因力 


矣一 ”+〜+2 [(’)+(,•: 1 ) « uw + l v n +«" (B+i> , 

1 ， — 

W + (二 HD 


卽得所求. 


Leibnitz 公式与二項式定理 U + tO ” 有相同的結构.实貭上，多个因子的连乘积 


y =⑽ • • • f 的#級微商也有一^与（“ +泛+ 
現在举一些例子 . 

1) ^ O = X 2 y U — cos 似，則 


濤 • ■ 


+ 0” 的展式相类似的公式. 


〆= 2x ， 〆= 2, 泛⑶ = 以⑷ 


0, cosf 



故 


(x 2 cos ax)^ = x 2 * a^°* cos [ax 50 ―) + 50 * 2x - * cos (ax + 49 * ^ 


2 


50-49 
1-2 

2) 命 a 


• 2 * a 48 * cos I ax 



48 * = a 48 {(2450 一 a 2 x 2 } cos ax 


lOOax • sin ax\^ 


e ax y v = sin 厶 x ， 貝 IJ 


ax J i_^,l —n _ 打 1) 2 


— e ax \ sin bx 


a 


2 


a 


b 2 + 


+ 


co%bx ( noT x b — ~» 2 ) a ^b l 


3 


警 



3) 命 y =?= arcsinx ， 求 y ^ +1 \ 


y 


/ 


命 《 


^y/1 X 


V 


Vi " 3 


r ' y —« 

^\f 1 — X 2 y 1 

:，由 （11.0 得出 


X 


vr 


X 


X 


y 


U+1> 




{uv) in) 


in ) 


(fr—l) 


p 


■ y / \ X 


nCn — 1) 


1 


1 — X 
(«—2) 


n 


Vf 

( 2 ) 


X 


Vi 




X 


vr 


X 


Vi 


+ 




X 


—iy 


(2 n ) 


2 2 Vi — / U!(l +x) n 


n 


(2 ； z- 2)! 2! 


(n - 1)! H (1 + xY^Kl — x ) 


n(^n — 1) 

2 


喻 


( 2 n — 4) I 41 


n — 2)!2!(1 + 尤） 轉一 乂 1 一 x) 


2 


■■ ■■■ * * * > 

J- 


isn 



4) 命表示当 x = a 时 y ( n ) 的数値，求 y = arc tg $的各級微商在= 0时的数 


値. 


由于/ 


， 

1 + r 


，所以 


(1 + x 2 ^)y = 1 




等式两端取〃級微商，得 


U + x 2 )：/# 1 〉 + 2nxy w + n(n — l)y ( ^° = 0 # 


因此 

由于 


i«+D 


— 


n{n — l)yn 


Vo = 1 ， y 


/# 


— 2x 


(1 + V ) 2 , 


yd = o . 


得 


X 2 m ) 


ra 2#n+1) 


0 


m 


丄，2, • • •）， 




l) m (2m)! (w = 0, 1 ， 2， - • •)• 


5) 命 X n M 


2 ff • 72 

■w 

来求 X „( l ) 与 X 乂 一 1). 

命 W = ( A ： + 1)”，^ 一 1)” ，則 


- [ O 2 — l ) rt ] ( ff ) . 这多項式称为 a 次 Legendre 多項武.現在 


X n (x) 


2 n • n 


- (u+mu—i) 中 ) +cu(x+i)"r [( 尤 一 i)”p 


+ [o + i)"] w 0 ： — m 


因此立卽得到 


X„(l) = 1 ， X ” （一 1) = ( 一 1)' 


还可以証明 x n ix) 滿足关系式 


(: r 2 — 1)X« Hr * X« — n(^n + l)X n = 0 # 


命 


y 


2 n - n 


(尤 2 — 1)”， 則 




y 


/ 


2 n 


2nx{x z — 1 )『、 




* 


(^ 2 一 1) • y ' = 2 nx - y m 


两边取 （〃 + 1) 阶微商，卽明所欲証. 


§ 13.高阶微分 

高阶微分也是用归納法来定义的.一阶微分的微分謂之二阶微分 

d 2 y = d ( jly \ 


而 


d n y = d { d n ^ y \ 


命 y = : f CO ，則 


dy = f ( jx ) dx . 
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而 


d z y = d{dy) = = d{f{x))dx = f’ （ x)dx 2 


及 


易見一般有 


或可以写成为 


d 3 y = d(f\x)dx 2 ) = f”(i x )dx\ 

d n y = • dx n s 


V (”） 


d n y 

d ? 9 


而 Leibnitz 的公式就变为 


d n Uv ') = 2(:) f w " 

(此处 篇 u ，= v \ 

但需法意，对于复合函数 


y = fM , ^ = 9(0* 

有与一阶微商不同的情況，現在有 


dy — y x • dx ， 

其中厶幷不是一个自变量，厶 =- x ： dt 悬一 个与， 有关的函数.所以 

d l y — di^dy^) — d(^y x ^)dx + y x d(^dx) 

— ( y * )i dx 2 4 - y x d 2 x — y ^ dx 2 + y x d 2 x . 

当尤是自变量时，办 = 0 ，所以得出 d 2 y = y ^ dx 2 , 在这一情況时，第二項不見了 • 

例如 ， y = x 2 . 把 x 当作自变数时 

dy = 2xdXy d 2 y = 2dx\ 

但是如果命 x = t 2 y 卽 y = z 4 , 則 

dy = 4 夕 dt ， d z y — 12 t 2 dt 2 m 

如果把; 《： -= f 2 , 厶 《 2 吣代入，且把 x 当作自变量所得出的式子力 

d 2 y = 2i2tde) 2 ~ 名 t 2 dt 2 ， 

而不是 \2^. 算錯了的原因是，我們沒有注意到 r 幷非自变数，而是自变数£的面数 
应当代入的公式是 

d 2 y y^dx 2 + yxd 2 x = 2dx z -h 2xd 2 x — 2(2fi0 2 + 2 ， t 2 ldt 2 » 12t 2 dt\ 

参变数表示法的髙阶微商.命 

x = y = (^0). 

我們可以把所有的微分都看成为对 / 的微分，如此則 


dy 

dx 


" 



dxd 2 y — d 2 xdy 


dx 1 

dx 



152 




IP 




因而 


兔 == (^LY/(_^£_Y s=a ,( 2 - ,3 )/(1 „ 2#3) 

dx Vi + ?v / Vi + t y 

在 f ~ fo 的切綫方程是 

3atl ^ ^ 0 (2 — tl) ( _ 3at 0 \ 

1 + 1 — 2tl N 1 + ^q/ 

= ^q(2 — to) 一 3atl 
1 - l~2tl 9 

当& =- 1 时，卽在(音〜音切綫的方程是 

:+ y = 3a t 

最有趣的是在 f 。 == 0时（卽在(0,0))，切綫的方程是 

y = 0. 

又改一下写法， 

..j ： -r ： - 2 4 . , y = y 

#o (2 — to) 2 — tl* 

当 & — 00 时，則得另一在原点的切綫方程 

= 0 # 

这一現象，在图形上看得很淸楚（图118\ 

SH . 函数的差分 

用//表自变量的改变量，所对应的函数的改变量是 

Ay = f{x + 1 i ) — / OO . 

它叫做面数 / O ) 的一阶差分.差分也是 x 的面数.还可以再求差分.我們用 A 2 y 表示 
Ay 的差分，也就是 

A 2 y = A(Ay) = (/(^r + 2h) — fix + 々）） 一 (j、x + 々） 一 /(r)) 

= f(x + 2 A ) — 2/( y + 々）+ fC x \ 

同法定义三阶差分 

A 3 y = A(A 2 y) = /(a; + ZK) — 3 fix + 2 々 ）+ 3f^x + A) — /OO. 1 
可用归納法定义任何阶差分，幷可証明 

= := /(x + tih) 一 方/(尤 + — 1A) + — —- - —/(x + ft — IlJi) ~ * 

-…糾一) +•••+ 一 

是！ 

= 女 (-1) 々 (g)/U + n — kh、. 

当 A 很小时， Ay 与办也相差很小.高阶差分也可以用来作为同阶微分的近 似値; 反 
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之亦然.例如，如果我們知道了一面数在等距离之点所取的数値的表格后，由于沒有函数 


繊，我們幷不能求出各阶臟但是我們可以計算3作为微商的近似値，用以代 


替 


d n y 


dx 


. 镛 


例如以在（2, 3) 上7 = X 3 的 Ay 


0.1 的差分表为例. 



d^y = 
^xdx 2. 


0.120 

0.126 

0.132 

0.138 

0.144 

0.150 

0-156 

0.162 

0*168 


d 2 y — 


0.006 

0-006 

0.006 

0.006 

0.006 

0.006 

0.006 

0.006 
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第六章微商的应用 


1. 曲綫的上升与下降 


假定 fOO 是在 一区間 （0， 6) 上定义了的 函数，在 其中的 一 点 X ^ 附近[介 一 
灼+ 5]，如果当 X 增大时， / O ) 也增大，这函数称为增 函数， 所表示的曲綫称为在 
X = x 0 附近上升，显然，当 A > 0 时 


卽得 



Kxq —< f(X 0 X f{x 0 + 々)， 

f(afo) — f(x n — h) ^ 0 ^ fix a + A) — fCxp") 

一 k h 

命為 — 0,如果微商存在，則得 

f (^ o ) ^ 0. 


反之，如果 


f Uo ) > 0 


則当 A 充分小时，有 


/㈤― 一 /Uo —Al < 0 ^i(£o 

— h 


厶） 一 f ( W ) 


h 


也就是說， / W 在 ; r =知附近 上升， 

同法，我們定义降函数，就是当 r 增加时/00減小的 函数. 在 ; r =々附近下降的条 
件是 f U )< 0 . 

还可以更确切些，如果/'(抑）> 0,則由定义可知当々充分小时 


Kxq + ^) — /(^ o ) 

h 


> 0 , 


卽得 Ka + A ) > KxoX 換言之 ，这是一个严格上升的 函数. 我們立刻可以推得 

蝥 

定理 1. 使 n»>o 的区間是 zoo 上升的区間，而使 foo < o 的区間是 / oo 下 
降的区間. 


例 1. 当 * > 0时，我們考虑函数 




/Or) = x 一 smr # 


它的微商是 


jf ( 怎 ) = 1 — cos.r > 0, 


所以 /0O 是一增函数 . 而 /(0) = 0 ,所以 

/0O > 0 ， 


卽 x > sin 


156 




例 2. 当; v >0 时， 


命 


它的微商 


sin x ^ x — 


6 


fix) = S1HX 一 X 


X 

6 




fW 


COS X 一 ' 1 


r 

2 


x 


2 


2 


2 sin 1 


x 


2 




由例 1 可知 fW > 0,又 Ko ) = 0,所以得到所求証的不等式. 
習題. 証明： 当时， 


sin x X 一 


3 5 

A ： r X 

3! 5!* 


例 3. 


命 


求微商 


当方 > 0时， 

x 〉 log (1 + 方） 或 〆 > 1 + 
/00 — X — log (1 + x\ 


f f ( x ) = 1 ^— —-— = —— > 0. 

1 + X 1 + X 

在（0，《)中， M 是上升的且 / Co ) -= 0,因得所欲証. 

例 4. Kepkr 方程是用来确定行星在它的軌道上的位置，这方程是 


x ^ q sin x + 0 q <Z 1 

此处 《 与《是已知数， x 是未知数. 

命々是一这样的一个整数，使 

々 7 T < a < (々 + 1 ) 3 T. 

命 ZOO ^ x — qsinx — a 3 显然 

/ C 々? r ) = — a ^ 0, 

而 

/((々 + l)?r )=(々 + l);r — a > 0 # 

又已知 fM = 1 — qcosx > 0, 換言之，是一增函数.故仅有一 

l > r 之間. 

要解 Kapler 方程可用下法，先取任一 々（例 如就是扣），我們作 


Xi === q sin x Q 


a 


x 2 = q sin 


a 


根 在如与 （々+ 


如是則 


x n = q sm x n ~\ + a % 
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^2 一 Xi \ = q \ sin Xi 一 sxn^ol = 2 q 


sm 


^ Z ^9 cos £ l 土三 o 
2 2 




^ 2 (j 


x ± 


Xq 




2 


q\xi — x Q \ 


(此处用了 I slnx \ < kl，I cosx | < 1). 同法得 


1^3 — < q \ x 2 — ^ i | < q 2 \ x ± — ^ Q | # 


續行可得 


U»+l — ^n\ ^ 疗 **l 尤 1 一 ^ol. 


如果 m > n . 


I^I ^ \ x m — x m ^ i 丨 + • • • + I x n ^i _ x n \ ^ 

^ iq 1 ^ 1 + q ^ 2 + • • • + 穿 ” ）卜 i 一 x^\ ^ 


< q n 


1 — q 


xi — x Q \ 


0 


当 # — 00. 所以滿足 Cauchy 判別条件，因而 


]lmx n = S 

XI—go 

是存在的.命# — 00，則由 

尤 《+1 = ^ sin + a 

可知 

运 = q sin f + a # 

卽得出 Kapler 方程的唯一解. 

例5•在[«，中，如果/0)的微商是連續的且 > 0 ( 或 < 0), 則 fix ') 的反函数 
一 定存在，而且它的微商也是 > 0 ( 或 < 0). 

換言之，单調上升的函数的反函数也是单調上升的. 


§ 2•极大与极小 


一个面数 f ( X )， 如果在 X = Xo 以前是上升的，而在^ = ^0以后是下降的，則在 x = 

: To 这一点一定有一个极大 値. 所謂•旨卒亨 ㉕ 喂孕聲予冬 f ■亨了嚀.用微商 

来表达这一 性眞： 如果 fix ') (假定它是連續的）通过 X = AT 0 
由正变負，則 / O ) 在々有一极大値.所以在取极大値 
处有 fXxo ) — 0 . 

同法， / W 由降而升必取一极小値，也就是 fix ') 由負 
而正，必取一零.在 /GO 取极小値的一点：^，我們有 
fXxo ) = 0. 

所以我們得出了一个求 / O ) 的极大极小的 方法： 



1) 求 / O ) 的微商 f 00, 

2) 求/'00 = 0的解， 
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3) 在上式的解 A ： = A 的附近看 fOO 的变化.由正到負得极大値，由負到正得极小 


値. 

虽然 fdxo ) = 0,但 fix ') 在 X ==抑附近幷不变号，則旣非极大也非极小.这种点是 
可能存在的，如图 12.0. 

倒 1. 求面数 

— (r 一 l) 2 (^r — 2) 3 

的极大与极小. 

f’(nr) = 2(：c — 1 )( 尤 一 2) 3 + 3(at — l) 3 (a: — 2) 2 = (r 一 1 〕(龙 一 2) 2 (5a ： — 7) 

使尸00 = 0的点有三个： 



当无<1，則 fO )>0; 而当 l<x 〈丄， 則尸00<0;又在 l < r <2 中，則 

5 5 

fCx ) > 0; 当欠 > 2,仍然是 f ( x ) > 0 # 所以 fix ) 在 jc = 1时，由上升到下降而有 一 极大 


値 K 1) = 0,在; r = | 附近由下降而上升，所以有一极小値^ 




盖 •而比 f 


大时， /GO 不断上升，/(2) = 0幷非极値. 


値得注意的是，极大値幷不一 定是面 数的最大値.氽最大値的办法 如次： 在閉区間 


[ a y b ] 中連續的面数 /(r) 一 定在其中取最大値.我們寻找最大値的办法是求出 fO) 的 
諸极大値，幷且算出 fU ) 与 Kb ). 在这些値中最大的一个便是最大値.同法来考虑最 
小値. 

例 2. 求上例中的面数在 [0, 3] 中的最大値与最小鼠 

/(0) = — 8， /(3) = 4. 


制的最大値是斗，最小値是一 8•但在 Ud 纖最大値是0,最小値是-黑. 


例 3. 氽証周长为2/的矩形中以正方形的面积最大. 
命一边的长为 A 另一边长为/ — A ：. 則面积为 

/W = x(l — x \ 


由 f'OO = I —^ 一 oc ~ I — 2 x = 0 y 卽尤=« 丄. 这时候 f ( x ) 由正变負，在 f =丄之 

2 2 

左，是 一 个增函数 3 而在 x =上 之右是一个降函数.所以在^ — 时取极大値 ：> 也 

2 2 

就是最大値： 


4 


另一种不用微积分的証法 如下: 凑方得 

x(j 一 — 



4 
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^=3 


2 


时，此式之値最大 


例 4. 从半径为1?的圓上割去一个扇形，把剩下的部分围成一个圓錐.試求割去扇 

形的角度多么大时，所作的圓錐的体积最大. 

命 * 表示剪剩下来的角度 （0 < f < 2冗)，当：= 
0或 ； r « 2* 时，这錐体的体积都等于0,所以最大値 
是存在的，且在 （0,2 jc ) 的內点取到极大値.所做成的 
圓錐的钭高是12,而底周的长是尺〜所以半径是 r « 



m i 2 i 


圓錐的底面积 4 


所以圓錐的体积等于 


Rx 

2 n 


圓錐的高是 




2 


A 

2 k 


V 4jt 


2 2 
!*■ ■ ^ •釋 


y 


nr 


( Rx \ 2 _ R 2 x 2 

\2^) ^ T ’ 


3 


4tc 2tt 247c 2 


V ^7 2 . 


現在 要求一 - X 2 的最大値，也就是要求 


=== X% ArTC 2 一 Jt 2 〉 


的极大鼠 


― 16A 3 — 6x 5 , 


/ = 0有三根: 


Xl = 0 ? 



= 2 ?r 



0是极小値 


2n 



是不能容許的値，所以 h « 2 ;r 



給出极大値 


/ \27 t 


具) = • V 卜 2 


8 




3 


3 T 2 ) = 


3^ 


m 




因此圓錐的最大体积是 


24^ 


© 


2 nB } 


上节中所餅的氽 / W 的极大极小値的法則，有时候会发生这样的困难，难于判断 
fM 在 f =如是由正变負还是由負变正.如果我們进一步考虑 /"0 O 的性貭，有时可以 
帮助我們作出較为簡易的判断.例如，如果 ro a ) > 0,則 /' oo 在 f =知附近是增面数， 
所以只可能由負变正，也就是 fM 在 X =- 知取极小値.又如果广(知）< 0,則取极 
大値.当然要假定 fXx ) 是存在的. 
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例 5. 以 1 为直径作圓.求从圓上一点到直径的两嫱距离之和的最大、最小& 
命 0 表該点与直径的一端的联綫与直径所成的角，二距离之和为 


/(0) = sin 6 + cos 


0^6<： 


7 C 


2 


* 


由于两点念間直綫 力最短 ， 所以最小値不必証明就知道是当 <9 = 0 或 i 时取得 ，其 

2 

値是 1. 



而 


fXO) ― cos 6 — sin 沒， f"(0) 




sin 沒 一 cosd. 


x 


由/'(0) = 0可知 tg 0 = 1，卽0 =二.又由 

4 


f" ( 子 ) - < 0, 

所以^ ( 7 ) ^ ^是极大値，也是最大値. 

倒 6. (光学上的射人角等于射出角). A 点发光射 到鏡面 C 上苒到 B 点 ，求朴 么路 
程所取的时間最短. 

所求的距离是 


求微分 


K:) = V a 2 + ^ + ^/b 2 + — 尤 ) 2 , 0 < « ^ 


fM 


x 


C — X 


-\/ a 2 + 


X 


2 




a 


2 




V^ 2 + (^ — xy 

b 2 




U + ^ 2 ) 3/2 (a 2 + (^ - ^) 2 ) 


3/2 


> o . 


所以 f 00 = 0 的値是极小値，由 


尤 _ _ € — X _ 

V^ 2 + 尤 2 b 2 {c — x) 2 

命氏是射入角，沒 2 是射出角，則得 sin A = sin 0 2 ,卽得私= 02 . 

同样方法可以解释光綫的屈折率 • 光綫在第一种介貭中的速率是〃 15 在第二种介貭 
中的速率是 〃 2 ( 囝 124), 求証从3到 S 的最快途径适合于 

sin _ sin 仏 


夕 i 
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例乂 a 知一木料有直径 j 的圓截面，如何把它欲成为最坚固的矩形截面的橫糙. 
由材料力学証明，有矩形截面的撗樑的強度与乘积成比例，此处6是矩形截面的底 
妥， A 是它的高（图 125). 

因为炉+沪《= /，所以我們要求的是 

Ki>) = b{d z — b 2 )， o<b<d 

的最大値.由 

jXb) ^ d z — 3b 2 ^ / 〃 ( 厶 ） = 一 6 厶， 

可知，在6 =处是极大値，也就是最大値， 

V 3 

在厶 1=3 1时，办 J 所以 U ' b 二 了 * *>/ 2 i 1. 具体做法是把直径三等 

分，在各点立垂綫卽得（有时用= 7:5来表 ^ 1.4• • •), 

例 8. —电灯可以沿垂綫 OB 而上下，求它对水平面必須有怎样的距离，才使水 
平面上的一点 Z 有最大的照度. 

照度与 sin<p 成正比，与距离 r = 的平方成反比，卽 





sinfp 



此处〃 是一常数,依賴于灯光的強度. 

取 A = OB 作为自变量，命 OJ = a 則 




T 


T = 


而 



在為 


V 2 


h _ dj — a 2 — 2h 2 

(I 2 + a 2 y /2 ' ^dk^ C a a 2 y nm 

时， JT 由正变負，所以 a = —^ 就是适当的距 

V 2 


例 i 在鉄路千綫上的一点 j 处要把貨物运往与鉄路綫相距为 =W 的一点 
C ， 鉄路运費的单位价格是“（吨，公里)，馬車运費是 jB ，問在鉄路上怎样的一点 M 作公路 
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MC 使 由/到 C 的貨运价格最 廉. 

依图127每吨貨的运費是 

y = aid 一 at) + /8 X 2 - (0 ^ ^ 


dy 


dx 






a 




若々 > l(a > JB)， 这式手永远为負，卽 7 为降函数，也就是从 Z 点作公路，不用鉄路运輸 


最便宜. 

当々<1时 3 解 


得出 



当 J’ ■ ， > J， 則/=0的解在变动区間之外了，所以仍然不用鉄路，而直接 由/修 

Vi-^ 2 

公路. 

当 Y ■■ < d 时，有一点 AT = —使运費最小. 

-\/ 1 —々 2 a / 1 — 々 2 

例 10. 由于仪器不精确，在实驗中对同一量做了》次覌測各得数据 

oc 2 , …，〜 

量 A； 与这《个値的差的平方和最小，叫做“最可能的”値.求 A 
換言之，求使 

fC^ = (尤 一 <^i ) 2 ■+* C x 一 a i ) 2 + • * • + ~ ^O 2 

最小的 X . 求微商 

j\x) = 2 ( 尤 一 ai) + 2(^x — 这 2) + * * •+ 2( 方 — ct fl ) 

，’(怎）= 2w > 0 . 

所以由 fOO = 0可知 
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* 


gti + a2 4 - • • • + a n 

\ 

n 


这就是算术平均値. 

習題.思索一些不用微积分的方法来处理这些例題. 

总結一下，我們已有三个 方法： 

1) zoo 在 A ： ==々这一点由增而降，則得一极 大値； 由降而增，則得一极小値. 

2 ) 如果 Kx ) 的微商存在，且在尤= A 这一点 f 00由正变負，則 Kx 0 ) 为极大値；由 
負变正，則 Kx 0 ) 为极小値. 

3) 如果有二阶微商#在，且/ # (為）《*0.若 /" Gr a )<0, 則 / Oa ) 是极大値；若 
fXxa ) > 0,則 Kx 0 ) 是极小値. 

这三个方法一个比一个方便，但一个比一个加強了局限性擊 

• • . 

例如，广 U ) = 0,則 3) 法不能用，但我們仍能用前法.如果广 O ) 不存在，那就更 
不必說了. 

又如/'00不存在，我們不能用 2) 法，但 1) 法仍然可用.例如 ， y = fCO = kl ， 
微商在 x = o 时不存在，但是由 1) 可知;1? = 0时 y 有一极小値， 

§3. Fermat 定理 . 

在§ 2硏究 代 X 、 的极大极小値时，我們假定了 fix ') 在它的零点附近是連續的.如 
果 fM 幷不連續，我們还是有 

定理 1 ( Fermat ). 若 /<>) 在 （ a ， O 內定义且在这区間內有一內点使/00取极大 

• • ••••*•**••••* • • • • 

(或极小)値_如果在这一点存在着有限微商 f ( c )， 則一定有 fXc ) = 0. 

証.假定 /GO 是极大値幷且 fXc ) > 0,則当 A > 0且充分小时 

/(V + 石） 一 /( V ) 、 

k ， 

也就是 fO + >0比 Ktf ) 更大.这和极大的假定相违背.如果 f ( c )<0, 我們得到当々 
是充分小的正数时 


/(e) — f(<T 一 It) 


一 h 


> 0 , 


也就是 Ke —々）比大.所以不能在 < 点取极大値.同法証明极小値的情況. 

附記. 1. 如果在揣点取极大値，我們幷不能得出同样的結果. 

2. 若 e 是內点，而 fO ) 是无穷 • 讀者 自証： 如果 Kd 是极大値，則 fO — 0) = 
+ 00而 l\c + 0) =— CO • 

3. 定理 1 的几何意义是，在 X = <: 作一 切綫与 AT 軸 平行. 

在 Fermat 时代还未发明微积分，但是在处理极大与极小的方法中却包 含了这 一主要 
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作为定理 1 的应用，我們有 

定理2 (Darboux ). 如果 K.v) 在閉区間 U ， 办]上有有限微商，則至少有一次 
取介于 f'(a ) 与 f { b ) 之間的每一个値. 

如果 fix ') 是連續的，这个定理可由函数的連續性立刻推出. 

鉦.我們不妨假定/'00 > /'(△)• 命(:为/'00,/'( 〆 )之間的数，/'00>0八占）。 
作函数 

FM = f ( x ) — Cx ， 

这函数有 FXa ') > 0 > FXb ). 

^0*0 是閉区間 [ a ，6] 上的連續函数，所以 F (^ x ) 一定 
在 U ， W 上一点 C 取最大値.这点旣不能是 a, 也不能是 

办，因为由 F ，( a ) > 0及 F ， { b ') < 0,知 FO) 在“的右边是上升的，而在6的左边是下降 
的.所以点一定是內点.由 Fermat 定 理可知 

FXc ) = 0,即 f ( e ) = c . 

附記. 在定理1中假定了在 X = C 有有限微商 fXc ). 如果微商不存在或变为无 
穷，在 e 点也可能取极値.見图 128. 

如果 /’O - 0) > 0, fXc + 0) < 0,則/0)在 ;* r = e 点取极大値. 

§4•中値公式 

定理1 ( Lagrange ). 假定 1) fix ) 在閉区間 U， 內定义而且是連错的， 2) 在并区 

* * • • • • ••••••*•# ••攀 

間 U 上有有限微商 f ( x ) 存在.則在〜 6之間必能求得一点 Ka < c <办乂使 

* _«•#•* ♦瘳 攀春 争争 ♦學鲁 ^ J « 

必二 . M 

b — a 

这公式称为中値公式，定理称为中値定理.这一定理很重要. 

毒 # «■ • • * • 

命 

F(x^) = fCx) — f{a) — ■ ’ ⑴一心 ) (at — a ) 9 

b — a 

則本定理与下面的定理等价. 

定理 2( Roll e ). 假定 1) FOO 在閉区間 U , M 上定义而且是連績的， 2) 在开区間 

* • * * • * ■鲁 

O , 6) 上有有限微商 F ' OO 存在， 3 ) F ( a ) = F ( b \ 則一定有一点 eU < e < 6) 使 

FXc ) = 0 # 

証 . FM 在閉区間 u， 幻中是連續的，所以在这区 間上一 定能达到最大値 M 与最 

小値饥 • 

1) Af = w ，則卩00 = M 是常数，因得 F % r ) = 0. 不必証明， 

2 ) M > m # 由于 FU) = KO, 所以数値 m 中一定有一个在內点 c 处为 F(x) 

所取 • 在这点 F '00 = o , : 






我們証明了定理 2, 因而也証明了定理 1. 

中値公式也可以改写为：取 a =尤，6 = ：»： + A ， 則 

fix + 々）一 f(ar) =* hf{x + <9A), 0 < <9 < 1. 


也就是 

fCx + A) = f{x) 4- hfXx + Qh\ (A) 

Lagrange 公式的缺点在于我們幷不确知数値 0 ，但是这幷不限制这公式在分析学中 
的广泛应用 • 定理 2 的推广是： 

定理 3 ( Cauchy ). 假定 1) fO ) 与 SM 在閉区間[«， W 內連續， 2 )在开区間 （ a ， 办) 
內有有限微商 f O ) 与 gXx ') 存在， 3) 在 U ， 幻內 / O ) 尹 0. 則在 a ， A 之間必有一点 
cijct <C <C 使 

fW — Kg ) = fM 

贫 O) — sXcT 

鉦 . 首先我們証明 gia)^ gib\ 如果 〆 =* g (>) ， 則由 RoUe 定理，有一点使 
S (ar) = 0. 此与 3) 相违背 . 

作面数 


Fw « iix) —/(«)— O 一 f( ；\ UO) — gia'j]. 


它潇足 Rolle 定理的一切条件，因此有 一 e 使 


0 = F \ c ) = fO )— 一 f ( a ) gXc \ 

gW — gK^) 


卽得定理. 


命 sOO = ^ 3 卽得 Lagrange 定理.事实上 3 我們亦不难由 Lagrange 定理直接推出 


Cauchy 定理 • 

例丄当 a : > 0 


当 AT 1 


时， (1 + +)* 是增面数， 
时，@ 一 是減面数. 


註.由 Lagrange 公式可知 


log (x + 1) — log A ： 


e 


x ^ <Z x + 1 9 


也撇寻 


- <C log (尤 + 1) — log A ： < — • 

X + 1 x 


由 


d 


dx 


C^{ Iog(ar + 1) 一 log^f}) = log (^: + 1) 一 logx 


A ： + 1 


> 0 


及 


^ 1 

— ((r + l){log (: + 1) — log «}) = log ( a : + X ) — logx — — < 0, 

dx x 
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可得出所要証明的結果， 

Lagrange 公式可以用来更有把握地估計誤差(指比用微分估計誤差法更有把握). 


例 2. 命 


/W s login x . 


它的微商是 




u 




x log 10 ^ 


(M 0.43429. 


由 Lagrange 公式得 


logio (a + A ) — logio a 这 h 


U 


dh 


0 < ^ < 1. 


巳經用微分代替的近似公式是 


U 


logio( a + h) — logio a 占 h —— • 


这一近似公式的誤差是 

, M 7 M 0h l M 

狂 a + dk a(a + Oh^) 

例如取 =* 100, /z = 1，則由近似公式所得的結果是 

M 

logio 101 = log 10 100 +-= 2.00434"% 

100 


这数値的誤差 


QM 




M 


< 


M 


100(100 + 0) 100(100 + 8) 100 X 100 


(0 < 0 < 1 ) # 


故誤差 < 0.00004 




Rolle 定理也是一条用处很多的定理，我們举几个例子 如下： 

定理 4. 假定 FM 在 閉区間 [ a , b ] 上連續，且在开区間 u ，々） 上有有 限微商 
存在.如果 FOO 在[«，上有 f 个不同的根，則 F \ x ) 至少有 r — 1个不同的根. 
gjE . 命 fOO 的根依次地排刻成为 

兩 JpGi ) = 0， F ( ar 2 ) «=* 0,可知在 尤1 与&之間 

有一 根. 因而得出 F f M 至少有 r — 1个不同 


根. 


附记. 有时可能多过 r 一 1个，如圈129在 


心間 F \ x ) 就有3个根. 

特別 foo 是多項式，我們有 

定理 5 . —个有》个实根的》次多項式 P 00的微商 P '00 有 
我們照重数計算. 

証.把 POO 的不同的根写成为 



图 129 


个实根，重根 


• 167 • 




Xi <1 x 2 <Z * < x f% 

的重数 是〜， 則 ? ll + •• • + n r = PXO 在（々，尤2)，(^2，无3)， ，（文广1，无 ,) 中各有一 

根，共 r 一 1 个根，又 p r M 以心 为其〜 一 1 重根，因此 P r M 共有 

r r 

r — 1 + 2 一 1) ~ n & — 1 = « — 1 

£f » 1 P m \ 

个根. 

最后，我們还可用 Rolle 定理来求出 Lagrange 插人公式的誤差. 

我們曾經耕过 Lagrange 插入公式，卽我們可以做一个 （》 — 1) 次多項式 P ( x ) 在区 

間 U ， W 中的”个給定点* 2 ,…，％取》个給定値 yi ， y 2 , 卽可以做出多項 

式 P O ) 使 

p ( a ) = n ， 々 = l ，2，.“，》. 

做的方法是先做多項式 

l-Qx') = (y — 尤 1)， • *(y 一 x^)(x — x^+i )■ * .(y — x„) 

(A — ^ i )* * *(^* — 一 太先+1). * 人 x k — xS 

它是 4 (jfl) = • • • = *= 〜 (A +1 ) = • • • = l^Xn) = 0 而 4 U 々） = 1 ，一般的 

Lagrange 插入公式就是 


ff 

p ( 尤） = S hMyit. 

\ 


引进 


0)0*0 = (f 一 X X )ix — AT 2 )* # *( aT — Xn ) 


則得 < i > Xx ^ — ( x ^ — Xi )** .(A — — - ixji — Xn) m 所以 

= 必 1 巧一、 Xk) . 

^ KXO 

如果 / GO 是閉区間 [〃， M 上的有”阶有限微商的函数，則 


n 


p oo = 2 4 W/(^*x 


与 / O ) 的誤差如何？卽在一个异于^，…， 心的点 6汆 /W - Fix ) 的估値•命 

K _ / (0 - p M 

a >00 • 

考虑函数 

<PW = /W — PO) — Ka>(^) • 

由于 PO ) 是低于”次的多項式，所以 P w O ) == o . 因此这面数的”阶微商等于 

< p °°0) = f M 00 — Knl m 

显然有 


<p( 尤） = <p(«i) = 9(^2) =* • * • = <p(^«) — 0 ^ 

也就是9(念）在 [ a ， A ] 中有 (n + 1) 个根欠， x Z3 * • 、 x n ， 而且是互异的.由 Rolle 
定理知道， tp ' O ) 在这》+ 1点所分的》个区間內各有一根，卽有》个互异 的根. < p " o ) 

• 1鈕； 



有 o — 1) 个根,等等.于是 cp °° M 必有一根在 X ，〜 A 諸数的最大者与最小 
者之間，命芒为此根，則 

f ㈤(?）=《《!• 

因而得出带佘項的 Lagraoge 插入公式 

/0O = PM + £)( 令 ) 0)0 )， a<^Cb m 

n \ 

§ 5. 凸性、凹性与杻轉点 

我個还是硏究曲綫 y =- fW . 以往 E 經說过 fOO 的几何性貭，現在我們来說明 
fix ') 的几何性貭. 

当 A ： 增加时，切綫和 A ： 軸所成的角度 a 也在变.如果角度随 z 增加而減少，則曲綫向 
上凸.也就是 fXx ') — tga 是一減函数时，曲綫向 上凸. 如果 f r {. x ) 存在而且 < 0，則 
fix ) 是減面数，曲綫向上凸.当 fix ') 存在而且 > 0,則曲綫向下凸.如果 /"( A ) == 0 

幷在 f 附近变号，則这一 •点称 为扭轉点. 

• • • 

极大出現在向上凸的点，极小出現向下凸的点. 


图130 图131 

有些书上把向上凸称为凸，向下凸称为凹.实貭上 3 凸与凹是随我們的立足点而变化 
的，卵形一般称为凸形，其中有些部分向上凸，而有些部分向下凸 • 

凸的槪念在高等数学中常出現，基础在于凸面数. 

定义. 在区間 U ，6) 上定义一个面数 90). 如果对 U ， Z 0 中的任意二点〜々常 
有 

9卜+^ 2 ) (9 ⑹ + 咖))， ⑴ 

則900称为凸面数. 

• • • 

它的几何意 义是： 在这曲綫上任取两点作一联綫，則这联綫的中点 ，一 定不比曲綫上 
的对应点低. 

关于凸函数还有另一定义.这联綫上的所有点都不低于曲綫上的对应点，解析的說 
法是： 对 0< a < 1有 

(pCaxi -\r (1 — a)x 2 ) < ct9( 尤 i) + (1 一 a)9( 欠 2 ). : 
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因为过 （ A ， «))，（尤 2 , 9O0 ) 二点的眹綫上的点是 

+ (1 — a)x 2 ^ aq)(xi) + (1 — a)q>(x 2 )) 9 
所对应的曲綫上的点是 

(吻 + (1 — a)x 29 <p(<xxi + (1 — a)r 2 )) # 

定理 1. 如果 < pW 是連續函数，則两个定义是等价的. 



图132 


_ « 


鉦.在后面的定义中取《 


卽得前者.臟們現 


在主要是从前者来推后者.把 (1) 用两次可知 


4 <p 



X 2 -r ^3 


4 


< 2 9 


2 



2q> 



+尤 4 


2 




< 9( A ) + 9(心）+ 9(:3) + 沪（欠4乂 


t 归納法，我們不滩証明 


2 l q> 


尤 1 


+ x t 


1 1 


^ <P (文 1) + 


m m m 




我們現在来証明，对任一自然数打， 


nip 


欠 1 


+ X 


n 


-) ^ 屮（尤 1) +-+ 


( 2 ) 


我們用反向归納法，就是如果 n 对，我們来証明《 — 1也对.因为这結果对 n^ 2 l 的情 

• • • • • 

況都正确，因而对任一《也都正确了.我們取 A = , 1+ •: : + 心_、 則由 (2) 可知 

— 1 


n<p 





^ < p (^ i ) + 


碡聿参 



= < p (丈 1) + 


% • * 


+ (p{x n ^) + qp 




n 



移項卽得 (2) 对 n — 1也是对的. 

在( 2 )式中取 

= • • * = x p ^ x y Xp^i = • • • =» « y ， 

則得 < 

<p(ax + (1 — «)y) ^ acp(x) + (1 — a)<p(y), 

此处 a = ^. 也就是对任一有理数 《 这式:子是对的，用趋极限法，可知对任一实数 a( 0 < 

n 

a <1)，这也是对的. 

定理 2. 如果中"0)在 U ， 幻中存在，則 90) 是凸面数的必要且充分条件是 

?>"0) > 0. 

l £. 1) 必要性 • 在 (1) 中取丄 （A +心）^ 丄 （: JTl —尤2) = hy 幷設 Afl >心，因 

2 2 

得 々>0, 且 
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2 q>(i) < <p(t + ^)4- (pit 一 A ), 





也就是 


(p(t + A) + q)(j — k) — 2cpCt) ^ 0 # 


(3) 


我們現在假定 9 >"( r)<0 .由 

cp-ii) - iim — 抑 — ?>. 

« 一 0 2u 


可知，有茂 > 0,石 > 0使 

q>\t + “) 一 


从 


< p f (t 一 “）< 一 8 u , 


0 <Z u d 


j 

- + 從 ) + <p、t — — 2(p (0 ) — cp’(j + u) 一 <p\t 一 u) 

du 


可知 ， 9 >(r + ^) + <pit - u )- lcp ( J ) 是一个 《 的減函数，但当“二0时这函数等于0, 
因此 


cpCt + «) + cpCe 一 ti) — 2cp(j) <C 0 # 

这和 （3) 式矛盾. 

2) 充分性.把中値公式連用两次， 

i 

cp(x + k) — <p(x) + hq>\x + 6h、，Q <id <it 

及 

<p\x + dh^ = cp'(r) + dk<p •又 x + 0’dh\ 0 <i 6 f <il 9 

因而得出 

<p(^x + j^) = <pOO + Atp’OO + 6h 2 cp f \x -h d f dk\ 

如果 qy /f > o , 則得 

qp(x H- k) > 9(:0 + hq>’ ⑹ • 

取尤 + /:= 々 ， r = X 及尤 + A = a: 2 ， a: = X(X = ax\ + (1 — a)x^)j 各得 

9 ( 尤1 ) 一 <p(x) > (x t - x)<pXx), 

9 (A) — 9 (x) > u _ x)q>Xx\ 

各乘以 a 与 （1 一 cs ) 相加得出 

a<p{xx) + (1 — a)(p(x 2 ) — cp(X) ^ (ax y + (1 — a)x 2 — X)g3'(X0 = ()• 

在定理 1 証明的过程中我們也获得了一个重要不 等式： 

定理 3. 对任一連纘凸面数 900 常有 

• «•••#»• ♦争 

^ + • * • + \ ^ ^ p ( xi ) + * …+ y (尤0 

\ n J n * 


特別是当 a > l , x > 0 , ，是凸函数 （由 （/)" = (?(<?- l ) x^ 2 > 0 可知），所 以有 




< (jtrf + 

n 


* * * 


+ O * 


命 <y = a /) S(a > iS ) 幷取巧 =| yil ~ x n ^ | y „|~ 則得 

( 卜 1 1 p + • • • + j y n \ y ^ ( 1 yi 丨 a + ‘ • • + j y”I• 

由此立刻得到 
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定理 4 •命 


Afy(y) = 




I 



代表打个数 yi ，…，％的7方次平均値，則抓⑷是丫的增函数 （7 > 0 ). 
其中特別是 Afi ( y ) < M 2 ( y ) 

tvil + …+ jy”L ^ (lyil 2 + …+ 


这是算术平均不大于平方卒均. 

現在我們来考虑两个情夾 • 

定理 5. 

limAfr(y) =* max( |yil ， *• • ， !y*D (定义为财 
limMrCy) = (lyi. • C 定义为 MjW)3 

r-^o 


这称为几何 卒均. 

証. 1) 当 y >0 时，有 


\[ max( I y x | 


i 


1 


♦ * * 


， U)] y } y < Mriy) < ([max (!yil 3 … ， U )]〒， 


n 


卽 



max(|yiU ••• ， ly«IX Mriy) < max(|yi|, ••• ， 卜 /*|). 


由 


u . (丄 f 

r-*do\ n / 


可知 


limMr(y) s max (Ini ， 


2) 当 | y /| > 0( f ‘ = 1， 2 


， 》) 时，由 Lagrauge 中值定理(定理可知 


n 


log ( 丄 （| yi | y + …+ |y»l r )) — 0 —S I Vi I Y lo S I yi I 



n 




此处 0</< y * 因此 


lim AfrCy) ^ limi — (| yi | r + 

y—o r^ol n 


• « « 


+ |y* 



i 




n 


lim /— ’如 為叫； b 
r -0 〜 0 




y ' 




n 


h 2 1 邙 1 y *i 


e 


i 

t = | yi ." yJ ' 


若有某些 y / = 0,不妨假定 k_l > o(i = 1， 2 • • •， J )， y ,_ = 0 G = y + 1， 


5 


■> 'C ' 

• m 


”）， 



Mr(y) 


(|yil r + 




+ ly « r ) 


* 


(I yi I r + 


■ • * 


十 |y,i r ) 


(I yi I r + 


» * 醫 


+ |y,l r ) 




由 


lim 


( t ) 


可知 


X 


lim MrCv) ~ 0 - I yi • * * % M = 0 = t 外 .• • | ”• 


故得定理. 


定理 6. 当 y ；> 0 时我們有 


Afo(y) Afr(y) < 


其中特別有 


yi •• ♦ y”I < 


i 


就是几何平均不大于算术平均. 


§ 6.漸近綫 


在掌握了微分学之后，我們就更有把握来說明图形的增減变化的情况，使我們更能抓 
住要点来刻画图形. 

通常所使用的“按点描图”的方法，所取的点疏密多少都是有“偶然性”的，与图形的特 
性无关.两点之間的联綫方法，可以任意或平或曲，或向上凸或向下凸幷无定則，因此幷 
不能很好地达到我們的希望. 

我們現在的主要目的在于尽可能准确地表达出函数的特点，至于个別的点的准确位 


置仅居次:要地位. 

在考虑一个函数所表示的曲綫 


y = 

时,首先要知道的是这面数所存在的区域，例如 



的存在区域一定在 一 1 < x < 1之中，因此所画的图形不会超出这个区域. 

在可能存在的区域內，我們要考虑間断点，就是失去連續性的点.例如，尤《 々是这 
样的一点，我們要考虑它的左右极限. 

其次考虑 y « fM 的微商 〆 = fO ) 的情现，微商无穷的情況必須特 SU 考虑，我們 
仅处理微商无穷仅在个別点出現的情況，幷标出- 0的各点.有了这些点便可以 
在一定程度上表示出这曲綫的一般情況，因 为一有 这些点就可以表出曲綫的增減情況，幷 
且可以指出函数的变化率下降到 0(/ = 0) 或增大到无穷 （y' = 00) 的那些点. ^ 
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L 但是有时使广 OO = 0的点幷不 一 定 


更进一步的精确度由二次微商表达，曲綫是向上凸还是向下凸,可以由 ro ) 表示出 
来.如果曲綫經过一点时由向上凸而变为向下凸了，这样的点称为扭轉点.如果广0) 
在这一点附近連續且变号，則在这一点 roo 
是扭轉点. 

我們先来硏究曲綫有无穷分支的情抚，双曲綫抛物綫都是有无穷分支的曲綫. 

有以下性貭的一条直綫，称为对曲綫的一分支的漸近 綫:当 点在无穷分支上移向无穷 


时，这点和該直綫的距离趋向于 0. 

先餅曲綫平行于 y 軸的漸近綫，这样的漸近綫的形武是怎 
分支趋向充穷时， X 趋于 C ， y 趋向无穷. 

所以平行于 y 軸的漸近綫就是求这样的 e 値，使 X 


(是常数），卽当沿无穷 


— > 


时，/0) 


# 


在研究曲綫对于漸近綫的相关位置时，必須注意 X 自左至右趋向 e 时的符号，例如 


以 


0为漸近綫，其左趋向一 CO , 其右趋向+ 


■ 


又如 


也是以 


0 



为漸近綫，其左其右都趋向+ 




再硏究不平行于 y 軸的漸近綫 


b 


鲁 


命 o > 表漸近綫与％軸所成的角度， MS ： 是曲綫上的 


点到这漸近綫的距离， MK , 是当橫坐标％相同时，曲綫 
上 点的紙 坐标与漸近綫上点的 m 坐标之差，由直角三角 
形得 


原条件是 


UK X 


MK 


cos to 




畢 


lim MK 




这也相当条件 


也就是 




— ax 一 ~ 0 # 


⑴ 


⑵ 


所以要汆漸近綫，就是要求 A 6使上式成立. 


条件 (2) 也就是 


]lmx 

x~¥ao 


fM 


b 




但是第一因子是无穷大，所以由此得出 


lim 


/W 


b 


0 


174 * 



也就是 


a — lim 

X 


m 

m 

x 


求出 〃 之后， 

b == lim(/(n;) 一 ax) % 

X 今 oo 

w 

所以得 

定理 1. 曲綫 

y = fW 

有一条不平行于 y 軸的漸近綫存在的必要且充分条 件是： 当沿一无穷分支移动时， r — 
CO 而且以下两个极限 存在： 


a = lim 

x —oa 


m 

， 

X 


b — lim (/W — ax\ 

z -^oo 


此时漸近綫的方程就是 


y == ax 

同法处理 X —> — OO 的情況. 

特別注意，当+ CO (或 一 oo) 时，差 fix ') — (ax H- h ) 的 符号. 如果 r 充分大 
时这差常正，則曲綫在漸近 綫上； 常負，則曲綫在漸近 綫下; 时負时正，則倏上倏下.在前 

两种情況下，我們又可把漸近綫看作曲綫在无穷远点的切綫. 


例 1. 



y = 土土 V: 2 — “ 2 . 

a 


先确定分支 

y — — X 2 — a 2 
a 

的漸近綫，我們有 

lim — ^/ x 2 — a 2 — 

太 ―°° xa 众 

又 _ 2 

lim (土 X 2 _ a 1 — 土 尤 ）=— 土 lim — — a - - 

K a a I a ^j x 2 — a z + x 

所以双 曲綫有漸近綫 


b 

y =—— a 

a 


ay = bx 、 


又当 r — 一 co 时，我們有 

b 

)7 ： ■ … " ■ ■ ■■■ I 

a 

同法处®另一分支 y - - — 4~ X l — 

a 
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y 





“> o .] 


由 


及 


所以 



Urn (y — = lim 




VT 


X 一 a ^yj ^ + V^ — 


a 



y » ar 4- 


a 

2 


是在正的方向这曲綫的漸近綫. 


1 


rs 


lim 



y 



X 



Km (y + *)= 一 


a 

2 


可知 ， ym 一 i 是在負的方向这曲綫的漸近縴 i 
又 

x a 

也是一条漸 近綫. 


S 7.作图要点 


假如我們要画出 y = fix ) 的图形，需要依以下的步驟来进行考虑. 

1) 确定自变数：的变化范围； 

2) 确定曲綫与坐标軸的交点； 

3) 确定曲綫的极大値与极小値，同财也可以看出曲綫的升降情況 ; 

4) 确定曲綫的扭轉点，同时也可以看出曲綫的上、下凸的情況； 

5) 确定漸 近綫； 

6) 如果曲綫有对称性，应明碑指出，借以帮助我們画图形. 

例 1. 画曲綫 



{x — 3) 2 

4(太 一 1). 


1) x 可以从 一 CO 变到+ 00,但 x ¥^1 


2) 命; c = 0,則得 y = —丄，而当 y = 0得; r = 3,所以曲綫經过两点 

4 

与（ 3 , 0 人 





3) 由 


f ( x ) = 



40 — l ) 2 


知极小値在（3, 0)，极大値在（一 1，一 2). 


4) 由二次微商 


roo = 


Or — I ) 3 


可以看出: r > 1时， TO ) > 0,所以曲綫向下凸；而; r < 1时曲綫向上凸；当: r = 1时， 
得 fix ) 的一間断点. 

5) 当尤从右方趋于1时， y 趋于正 无穷； 当： r 从左 , 

方趋于1时， y 趋于負无穷，所以有 ; r = 1为其漸近綫. I L *： :(，-丈 


又 


丄十 _ 
4 Oc — 1)’ 


所以有 


^ 1SSS ■ I 

4 4 


为其另一漸近綫. 



由这些性貭，作出图形（見图 134). 


图 134 


例 2. vau dcr Waals 的公 式是： 在压力 P 温度了时，一克分子气体的体积"适合 


于 


夯 )(" 


= RT, 


这儿 a ， b ， R 都是正常数.我們假定 温度了 已給定，我們来硏究压力 


p = p {, v ) --^ 4- 


因体积"而变化的情況，特別是 v > b 的 情況. 函数 p = p { t /) 的微商是 




要硏究 piv ) 的正負情现，我們硏究 

办） 


sat 


2 a 


RT 


iv - ty 


2jv~ &y 一 RT 


的变化情況也就够了 ，1 


. V ) 




2(y —— b)(^3b — v) 


由此可見 


177 



文（欠 2 + y 2 ) + ayx 2 一 y ) — 0^ a 2> 0 


17S 


V 

b Pi 

lb 

P2 

+ 00 

〆(>) 及 zO) 

一 0 

+ 

0 

mmh 

pO) 

j 

\ m 

/ 

M 、 

\ 


3) = RT j fill 2(0 有重根 《/ = 3 办. js («0 常为負，所以 p(^) 是減函数，但在 

27 b 

3 b 有一水平切綫. 



0 b \ H 3 b Ab 


V 

b 


3b 


t 

+ 00 

1 

s*0) 

0 

+ 

0 

— 

0 

i 

*(0 

RT 

a 


8 RT 

21b a 

\ 

_ RT 
a 


現在分三种情況来进行討論 


D 若 i < Kr ， 办) 常負，故〆 O) 也常負，卽 pM 是減厨数. 


Tib 

当夕接近于6时， P 变为无穷 5 图形如图所芳 



产 I 


01 



b 


136 


2) 如果> RT ， 5 r ( t 0 有一根 c / i 在6与之間，另 一 ^根 w 在 3 办与 00 之間，且在 


27b 


二根之間为正，其他的情況为負，因此得(图 136) 






这条曲綫有以下几何 意义： 取一个定点0及过0的圓 （C) 及一直綫 （D)， 一条經过 


O 的直綫 A， 交圓 （C) 于 P ， 交直綫于 0. A 上的点 M 由来定义（图 
138). M 的軌迹称为圓形立方曲綫，当 （D) 就是圓直径时，就可以算出是上面的形式 
C 图 139). 取 O 为原点，圓 C： 的中心在 U， 0)，£>就是 r = a. 



設 Af 的坐标为（知， y Q )， 过 OM 的直綫为 


D 



图 139 


y = ~ A：, 
^0 


故2的坐标是 U，々a 1. 圓的方程是一 “) 2 十 y 2 = a 2 , 交点 P 的橫坐标适合于 


方 0 


.2 


(:一 ^) 2 + — X 2 一 a 2 — 0^ 


x 


2ax\ 


xl + yf 


由 


得 


OM = PQ, 


+ Vo = 


1 


24 


2 \2 


yl 


2 xo 


2 \ 2 ' 


+ yl 




+ >i 


I" 


U + W) 3 = a 2 


(yl - xiy + ^ (yi - xiy 

^0 


+ W) 2 = a\yl - xiy 


此卽題設之方程. 
解出得 


y ^ ± x 



a 十 ； r 


a — x 


所以仅在[一 q a) 之間有曲綫，由于对 r 軸的对称性，我們考虑 


y 


X 



a ~r X 


a — x 


其微商 


y 


a x 


a 一 x 


1 


ax 


(a + A：)(a — X 、广 


我們考虑 


• 179 * 



因此 


a 2 + ax 一 x 2 


mrtmrn 


y 




u 


2 


A" 


u 


2 


X 

1 

— a 

- ^/T 

a - 

2 


0 


a 

y \ 

0 \ 

极小 


0 


+ 00 



当尤* —* “ ， 則：/ = _ 00 ，所以在此处有 一 垂直切綫；当 
;r == 0时，/ == 1，在此处有平分象限的切綫，有渐近綫; f =- 
这曲綫在这漸近綫之左. 

求/'，易見曲綫是向下凸的，沒有扭轉点. 


例 4. 


y = 2 sinx 一 ^ cos ^ r . 


o 列純 fuwo 时順. 


X 


y 


2 ) y 




y 



7T 

3tt 

5^ 

7tt 


n 

2tt 


2 

' 2 

2 

2 

r 




2 

- 2 

2 

- 2 


.. 

n 

— 2n 





1 一 . 

i 



cos 丨 + 

x sinx 






XC09X 









0 

n 


7t 




X 






2 



2 



»• 




+ x 2 qo^x = 4 + x 2 — (2 cosor + xsinx) 2 ^- 
所以 y ~ 2 sin x 一 xcos x 包在双曲綫 y 2 — 
之內（見图 141). 

例 5. 

y = a: + ^ x z — 1. 

1) r 所取的値的范围是 Ul > 1; 








▼墓 







X 

一 CO — 1 

t 

y 

0 

— 00 

y 

\ _ i 



OD 




(黑影表示不取 一 1 < X < 1这个区間的値）; 
3) 現在来求当 : r — 00时的漸近綫，此时 


y 


x x ^ jl - ； — x 

x 2 


1 


SCO 


L. 


2x 


2 


此处 


lime(;r) = 0 . 


故得漸近綫 


y 


參 


又当 f 


00 时 


y ^ x _* x 


1 


x 


2 


X — X 


wav 


vM 


lx 2 




此处 


lim 37 (^) = 0 . 


故得漸近綫 ； y = 图 142). 

例 6. 


+ y 3 — 3xy ~ 0 # 


1) 将坐标軸轉 45' 卽用变換 


； r 」 



X 




U 一 Y )， 


y 



(x + Y\ 


2 


故原方程变为 


卽 


VT (x 3 + 3xy 2 ) — 3(x 2 — y 2 ) = 0, 


y s= 


X 3 


xV 7 


因此 



— V /— 

3 Y 1 + X V 2 



< X < 


3 


2 




2) 我們考虑一支 


y 


x 3 — x 2 




— "U y - 3 

3 Y 1 十 A ： V2 


得 






3 — X 2 



3 V 1 十 X ^2 


1 


2X a /*2 


(3 - X Vj) Cl + X V2 ) 
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图 143 


§8. 参变表示法的曲綫描图 


，例 1. 

, sin t 

x = sint 9 y = - • 

2 + cose 


这都是 （ 的以为周期的面数，所以这曲綫是当 f 由 一 jc 变到《的軌迹 • 当 f 变为 一 < 
时，; y 变为 一 *， 一 y ， 所以曲綫对 O 是对 称的. 所以只要考虑的 情灭. 
求微商 

立《 cosr, 也 = 1±2S°IL 

dt dt (2 + cos t) 2 

所以有下表 



由 

可知，当 



因而作出图 144. 

例 2. 描繪曲綫 

f 3 — f 2 + 2 

:=-， 

t 



除* = 0及《= — 1之外，£可取区間一 oo < f<oo 
中的任何値.由 

dx 2r 3 一分一 1 dy 2t 3 + 3? 2 + 1 
dt t 2 dt (i + l) 2 

(試自証 〆 = 0 有唯一实根 / 2 在 0 与 00 之間， y ' = 0有 
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唯一实根 Q 在 一 0 O 与 一 1之間），故得 


t 

_ CO 

ti 

— 

1 


0 



+ 00 

f 

X 


i 

一 0 十 

4 

y 

- 0 + I 

+ + 

X 

+ 00 

\ 

0 

\ - 

■— CO 


+ 00 


+ 00 

y : 

十 CO 、 

/ - 

卜 

— CO 

— 

1 



十 00 


(黑影处表示間断).由此可見 

X ** 0 及 y«e — 1 

是两条漸近綫. 

又当《 — oo 时 


X « 




2 


t 






1 一^_ _ 

t t 2 





t t 


此处 

故得另一漸近綫 
因而作出图 145. 

曲綫 



lime (/) = 0. 

t —00 

y — x - — 1 = 0. 


§9. 切綫，法綫，子切綫，子法綫 


在点 M ( x , y ) 的切綫是 


y = / 00 






y y. 


Y — y = y\X 一 at), 

而法綫（垂直于切綫的直綫)是 

> 

K —^ x + y\Y — y) = 0. 


切綫与 x 軸的交点: T 的橫坐标等于(命 Y = 0) 


x 


y 



法綫与 X 軸的交点的橫坐标等于 X + /y. 

子切綫就是 MT * 在 r 軸上的射影，其长就是 

• 争 # 

一 y/y. 子法綫就是 難在 x 軸上的射影，其长就是 

• • • 


綫段: TM 及 MAT 的长度各称为切綫长及法綫长，故得 

TM - Vi + y* 2 l ， 

yx 


MN == |y -\/l 4- yi 2 1• 

切綫长、法 綫苌及 子切綫、子法綫对切綫与法綫的作图有帮助. 

例 1. 求作抛物綫 y 2 = 2#的切綫与法綫. 

由 

yyx =" P, 

故抛物綫的子法綫长为常数. 

因而得抛物綫的法綫簡便作图法如 下：过 M 作平行于 y 軸的直綫交 a ： 軸于 P . 量 
P 2 V = ?. 联接 Miv 就是法綫，随之而得切綫（图 147). 



例 2 . 雜 椭圓子^ 


2 


=1的切綫与法綫. 


椭圓的切綫方程是 


— 2 (x-^) + -^(y-y) = o. 

a 1 b l 

当 y == 0时，得 X = 1 2 .故椭圓在 MU ， y ) 的 切綫与 X 軸的 交点 T 与 y 及6 无关, 

X 
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故得求椭圓切綫的簡便作 图法： 过 M 作平行于 Y 軸的直綫交圓 


1 于 M ', 


作此圓过的切綫，交 X 軸于 T , 联接 T 与 M ，就得到椭圓的切綫了，随之而得法綫 （ 图 


148). 


特別当曲綫由板坐标 


/«9)給出时，改写成直角坐标，則得 

x — rco$8 — f^O^cosdj 


y 


sin 沒 =/(0) sin 6 m 


因此 


tg 


ye 


sin 


e 


r cos 


d 


xq t’q cos 6 —— r sin 0* 


用极坐标来硏究曲綫，則切綫的位置，往往不用它与极軸的交角《来确定，而用它与向径 
的延长綫的交角⑴来确定.由图 I 49 知 


N 



tg ay = tg (a — 0) = - 咬沒 =- Z = 

1 + tgat g 6 x + yy ： // 

通过原点 ()， 作垂直于向径的軸，設切綫与法綫分別与它交于了与 2 V ， 貝 l 】 TO , ON , 

TM , MN 分別称为极子切綫，极子法綫，板切綫与极法綫.由图149可知 

• • • • * i • • 参 


TO =； 

r tga ； = — 5 



ON =: 

r ctg to — r J , 

TM = 

-y y r 2 + ri 


re 

MN = 

V 疒 2 + r》. 


例 3. 求作双曲螺綫 r = ~的切綫. 

6 

由4 = 一 $可知板子切綫等于一 a (常数)，故得切綫簡便作图法見图150： 

a > 0 . 


* 185 • 




例 4. 求作蝴*綫 r = aco^d 4 - b 的法綫. 


由 


板子法綫 


$ 


re 


a sin 0， 


故板子法綫与》无关，卽无論什么6，同一向径上的点所对应的 iV 都是一样的.故得法綫 
的作法如图151：过蚶綫上一点 M ， 联 MO ， 交圓 r acosd (对应于^ = 0的蚶綫）于 
M f 与圓心 C 的联綫交圓于 iV ， 則 iV 与 Af 的联綫就是蚶綫的法綫. 


S 10•积分公式 


如果 Fix ) 的微商是 fix ), 也就是 

S ( y ) 議 F'OO = fix ) 9 

dx 

我們就称 jFOO 是 / oo 的积分原函数，或称为 /(. T ) 的不定积分.用符吾 

Fix') = J j(jc)dx = J dFijx') 

来表它.但是必須注意，一 t •函数的积分原函数幷不是唯一的 • 例如，对任一常数我 
們有 

"~(F(g) + C) ^ /(*)• 

dx dx 


卽 


我們現在来証明这一現象的反定理， 

定理 1. 一 t •函数的积分原函数只能相羞 一 t * 常数. 
証.若 


dFjx) „ dGM 
dx dx 


5=3 / CO , 


—( F ( pr ) — gM ) = 0 ^ 
dx 


所以我們如果能够証 明:“ 微商为 0 的函数一定是常数”卽足. 

假定在 [«, W 中定义的面数 FO ) 的微商是0，由中値定理可知 

FOO — JF(a) = (^x 一 a)F\^ = 0 ， a ^ x ^ ^ 

卽无論 x 是 U ， M 中之何値，常有 Fix ') = FU ), 卽得所証. 

由这定理立刻推出 
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J F'QfOdx — F(jx) -h C, 

这儿 C 是一个常数. 

又显而易見，对任意常数“与卜常有 

f (tfF(*) + bG{x)^)dx — a j FQc)dx H~ ^ f G(^x)dx + C % 

把第五章 § 7 的微商公式表倒轉順序，就可以得出本节之末的积分表.这积钚表中 
仅仅包括了很簡单的几个积分，較复杂的积分方法以后再系銃地介紹.注意，在求枳分 

聲 ♦ » ♦ 

时，永远不要忘記写上积分常数 C . 

• •参 •春 


积分公式表 


1) I audx 口 au + C. 


2) («; + 




+ u n ^)dx = («i + • • • + %) + <7. 


3) I Cu[uz* * + uxu 2 u% * * 9 u n + • m u n )dx — “iuy * ^u n + C % 


4) 


dx = , IL ^ c . 

V 2 V 


5) \ Xdx = x + C 


參 


6) l x a dx 


X 


a+1 


1 


T C. 


(ct # — 1) 


a 


7) \ — dx log x + \ — 

x J x 


dx — log a log tf x + C % 


8) l e x dx = e x ^ C y 


a 


X 


a 


X 


log a 


C 


m 


9) 1 sin xdx ― 一 cos x C 




10) 1 cos xdx — sinx 4 - C 9 


11) \ st^c 2 xdx = tg ;c + C7_ 


12) l csc 2 xdx 


ctg x + C\ 


13) 1 tg ^ * sec xdx — sec x + C 




14 ) 1 ctg x esc xdx 


cscx Hr C m 


15 ； 





1 — x" 


dx = arc sin x 十 C, 


16 ； 


dx — arc tg 尤 + C % 


x' 
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17) 


x 


V 


dx 




arc sec 


1 


C t 


18) 1 sh xdx = ch x + C 


# 


19) 1 ch xdx = sh x + C 




20) J 

21) 1 


—— dx = — cth ^ 
sh 2 ^ 


ch 2 x 


dx = th 


C 


m 


22 ) 



dx = sh -1 r + C. 




1 


23) 


± 1 



dx — ch 一 1 x + C 






1 


24 ) Jt 


dx — + C 3 




C - i < ^ < 1). 


25) 


1 


2 


dx — cth -1 ^ + C ， （ x 〉 l ， x<C — 1). 


26) ^ y u Uxdx = y + C 9 

現在举几个簡单的例子来說明积分常数的意义 


4 




先考虑等速运动.在直綫上取一点作为原点或者称宅为家.在离“家” C 里的地方依 
每小时〃里的速度背向着“家”前进，/小时后离家多远？当然离家 


C -^r vt 


里，速度就是 


Tt 


v 




所以仅仅知道了速度〃和时間£，我們幷不能确切地知道身在何处，必須知道出发点的所 


在. C 就是当 


0时出发点离家的距离.如果要問离我們出发点多远，那末 C 就等于 


0，而£小时后走了扣里. 

再考虑等加速运动.例如，物体墜地，地心吸力的加速度是 


△ 

dt 2 


g is 抵 9.81 [ 米 ]/[ 秒] 2 乂 


要硏究这一个問題，就必須知道开始观察时(卽 


0的时候)物体的所在地以及那时的 


速度.例如，我們从地面上算起，物体从外公尺高度以每秒钟外的速度向下墜，問几秒鉀 
后达到地面.先算£秒鉀后的速 度:积 分一次，得出 


ds 

dt 


gt + C % 


当右 


0时，速度 


ds 


dt 


所以 C 二％ 再积分，得物体所走过的总路程是 
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离地面的高度是 


― gt 2 + v Q t -h C f j 
2 


Sq 



gt 2 + + C f 




当 ？ = o 时,高度是化所以 <r =- 0,卽得 < 秒后，高度等于 



办 2 —泛。【， 


落地的时間就是 

s Q -- gt 2 一 v^t ~ 0 

2 

的解答. 

这說明 了：我 們仅知加速度，是不能定出物体运动所在点的.我們必須知遺在幵始覌 
察时这物体在那儿，以怎样的速度运动，才能由加速度知道这物体运动的说律. 


11. 隐函数的微分 


卽使对沒有解出的方程 


f Or ， y) = 0, 


我們也能求函数 y 对^的微商， 


例 1. 命 


+ y 3 — 3axy = 0 


我們要求出 3/. 


逐項求微分可知 


3x 2 + 3y 2 一 3ay — 3ax 

dx dx 


0 』 


所以得出 


y 


ay 


y 2 




ax 


这曲綫經过一点 (y« , 在这一点我們有 


/ 


y 




所以得切綫 


* 


y 


旦 

2 










卽 


x -b y = 3a 




⑴ 



I 


为了把这方法一般化，我們引进偏微商的槪念.在 F O, y) 中把 y 看成常数，对 a : 进 
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行微商，称为 FO , y ) 对 r 的偏微商，用 


来表它.同样，用 


F x {x^ y ) 或 


d 

dx 


F ( r ， y ) 


Fy ( 尤， y ) 或 


dy 


F (: c ， y ) 


来表示 F ( x 9 y ) 对 y 的偏微商，一般說我們有 
定理 1. 假定 U ， y a ) 是适合于 

F(xy y ) — 0 

的一点，幷且由 （1) 定义一的面数 y = yM , y 是 a : 的連績函数，微商及偏微商都存 

在，且 0 |y 0 y(A )， 則在这 一 点，我們有 

oy 



6 F 

dx 



OF 

dy 


— F r /Fy_ 


这称为隐函数的微商公式(所謂隐函数乃指 F { x , y ) = 0还沒有对 y 解出来). 
証. 当 x Q 增加 Aa : 时， y Q 增加了 Ay . 当 Ax — 0时， Ay 也接近于 U •由 

F(x。 + Ax ， y u + Ay) = 0 ， 

可知 

F(x 0 H- y Q + Ay) — F(^j ， y 。） = 0. 

卽得 

F(x 0 4- Ajt ， y 0 + Ay) — F(y 0 , y 0 + Ay) + 

Ax 

+ 只 ( 々， y。+ Ay) — F{x 0j y 0 ) Ay = Q 

Ay Ax 


由中値定理得 

Fr ( 尤 o + 0Ar ， y 0 + Ay) + F y (^ u? y 0 4 - 0'Ay) = 0, 


此处 0< 0< 1， 0< f < 1. 当 Ax — 0,得 

Fxi^ yo) + ^y(^o 5 yo) 




_ 


卽得定理. 

在曲綫 （1) 上的 一 点 y 。)， 切綫方程是 

y — y 4^( … 0) ， 

FyK^Qy yJ 


卽 


F v (^ 0 ? yo)(y — y。）+ yo)C^ ~ ^o) — 0 # 

这样的表达形式，可以表达斜率是 00 的情形. 

再回到例 1. 如果 u ， y 。） 是 
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龙 3 + y 3 _ 3axy = 0 


上的一点，在这点的切綫方程是 

(龙* + y 3 _ 3axy)j ( 4 ? —尤 0 ) 

我們用 OW)o = (/0))^>表/00,卽得 


-^― (^ 3 + 〆 一 3 这尤 y)) (y — y。) 篇 * £)• 

dy /a 


(尤§ _ ay 0 )(x — x 0 ) + ( y § 一 ax 0 )Cy — y 0 ) ^ 0 * 


卽 


(xl —— ayo)x 4 - (yl 一 ax^)y ax Q y ^ 



3 


3 


的切綫，如前所述， 挪点 附近，这式子全等于 0. 这 样的点 称为奇 


异点，以后再进行討論， 

我們現在討論以下更一般的問題.如果 


< p ( J ) ^ y «*0( O > 


我們硏究函数 


G(at ， y) 


对^的微商.結果是 


SG QG 在 x 


dt 


dx dt 


dG dy 
dy dt 


(当然我們必須假定所应有的微商的存在性等）.用微分形式表出就是 


dG ^^-dx 4- 
dx 


dG 

dy 


Jy . 


我們来証明这一結果.当給了 f 的变量 Af 时， 尤及 y 的变量各为 Aat 与 Ay . 由中 
値公式可得 

GCx + A^tr, y + Ay) 一 G (太， y ) _ G(x + Ar, y + Ay) 一 G^Xy y + Ay) 

+ G ( x ^ y + Ay) — G { x ^ y) ^ G x {x 4 - 0 Aat ， y + Ay)A^ 

+ Gy { x ^ y + 0" Ay ) Ay ? 

此处 O<C0<1 ， 0 < 化 < 1. 除以 A # 卽得 

dG _ dG dx , dG dy 

■■ ■■ _ 「 ■ ■ — h — 

dt dx dt dy dt * 


这結果比定理〗更广泛.取 x 卽得定理 1. 

应用这結果我們可以求隐函数的高阶微商.例如， 


y 





( 匕 ）+ 


F , 

FI 


dx 





—女 ( (FA + (〜 ) y 含)十专 (⑻ J ( FAf -) - 

—女 ( iFX%+ ( Fjc)y (-女))+ 令 ( (Fy) * + ( FA (- 食 )) 


mm 

^ j a j • 
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§12. ^ •型的不定式 


若当 


0 


x 


与咖都等于0,則当…时，商齋是这样的一个不定 


式：二.本节就是硏究当 X 


0 


a 时的趋限情況, 

0 O ) 


定理1 ( rHospital ), 假定 fOO 与 gOO 在区間 [ a ， 內定义，而且 Km/OO = 0 




u ^( at ) - 0,幷且 /' U ) 及， u ) 都存在而且有限， / U ) 手0,則 


x~^a 


lim 

x-^a 


fM 

gM 


fXa ) 

gW 


証 . 因为 /0*0 与 gOO 在 a 点都連續，故有 f(a) = g(a') — 0 m 所以 


fM — /( a ) 

/( 尤） _ /GO — /(/ z ) - x — a 

gM ff0*0 — gM gOO — g(^) 

x 一 a 


令欠 — a 卽得所需. 

如果 gXa ) = 0,但 f ' U ) # 0,則 _ 趋向 oo ; 如果 gXa ) - fXa ) = 0,我們还可 

K 方） 

維 續上述 手續.續 行可得 


定理 2. 如果 / O ) ， sO ) 有《阶微商，且 

lim / C ^ f ) = lim / / (^) = * - 


x-^c 


x^a 


lim /(”0( V ) — 0, 


x a 






limg in ^ l \ x ) ^ 0 


x~^a 


x^*a 


x~*a 


及 〆 ff ) G ) 竽0, 而产 G ) 有限，則 


例 1. 汆极限 


x -* a g00 g (n K^) 


lim 


e 


X 


e 


，: r 


x 


0 log — X) + X — 1 


分子分母都是零，我們可以用定理 1. 极限等于 


〆 +JL ： | =_2_2£ 


例 2. 氽极限 


此处有 


f(x) = e x 一 e" 

• x — 2 怎， 

/ Co ) = o ； 

g ( 尤 ) =x 一 sin a?. 

j?(0) = 0, 

广 0*0 =〆 + 

1—2, 

fXo) = o ； 

gC^ ~ 1 一 COSJt ， 

/(O) = 0, 

/ 〃 (: r) — e x — <?_ 

*x 

广 (0) = 0; 

g i.^) — sin at j 

/'(O) = 0, 

/'"CO = <? r + <?_ 

m x 

> 

广 '(0) = 2; 

g n (x^) = COS 

/"( o ) = 1. 
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所以极限等于 2, 

注意. 1) 如果 Kd 关0或 〆〃）手0,我們幷不能得出 


lim 



- lim 仿 ) 




a gM x ^ a gX^y 


換言之，在应用定理2时，我們必須步步检驗是否是到了不是这样的情況时，运算应 

0 

立刻終止，决不能窗目地对分子与分母求微商. 

2) 如果有可約的因子，最好早早約去.这样可以簡化我們的演算.如果有极限値非 
0的因子，我們也可以取出去. 


例 3. 


lxm 


xe 2i 


xe 


2e 


lx 


2 e 


( 


l) 3 


S 士 上 (上下求微商，幷約去 〆 > 


lim + 1 (微商) 


3 


6 


lim 


2 ^e x — l^)e x 
x + 2xe x + 1 

7:1 


(把 lim 

jc ->0 


1取出去) 


i 1Im 2££l±^ 

6 怎 ― g e x 


6 


9 


定理 3. 如果 fO ) 及 5 0 O 在 U ，+0 O) 內定义且 

lim /GO = lim ^(a:) = 0, 

af-^+oo x -*-+oo 

幷且 /' oo 及 〆 00 在 U ，+ 00) 中存在且有限， gM ^ 0；如果极限 

lim 马怎 ) _ == K 

g \X) 


存在，則也一^定有 


lim = K. 

:4+oo g\XJ 


証.換变数 


t 


，則得 


lim -y-~ = lim 
gQxj o 


8 


(t) f (+)(-+) 

- =ii m - 

(i) ， (i)B 


lim 


㈤ • 


13 .= 型的不定式 

00 


定理 1. 假定/0)与 gM 在[〃，內定义，幷且 

lim = lim 釔 00 = 00 


* 
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f 00 与 gM 存在，幷且 gM ^ 0. 如果 


則 


lim 



fM 

gM 



lim 



fM 





鉦.先硏究 k 是有限的情芡. 

因为 g \ x ) ^ 0,所以照 Darboux 定理，它的符号不变 • 我們不妨假定 gM < 0, 
如此当 * 漸減时，而 gM 变大，连 o ： — a 时 g M — + oo . 所以我們不妨假定 > o . 


对任一 e ， 我們定有 7 > 0使 


fM 

gM 



a <C x <1 a 7j m 


命尤+ 則 or 在攻与 ； r 0 之 P 此在 [ x 5 々] 中用 Cauchy 定理可知 


所以 


fO)—fU) _ il£l ? r c < x 0 . 

gO) 一 gC^o) 容 “) 


fM —_f0^)_ _ K< e 

f 00 一 〆 怎 0 ) 2 


直接驗証，我們有恆等式 

fM 一尺国 fO 。） 一 Kg(x 0 ) 

gM gOO 

由此得出 


+ 

i — - d^oY 


fM _ fC^o) _ r 


- gM - 


-公 OO 一 公(欠 o) 」 


/W 一 r 


f(r 0 ) — Kg(xo') 

4 , 

— fOo) _ y 

■ ■ - XV 

办） 


gM 


1 ... /V 

容 (x) — 容 o 0 ) 


⑴ 


由 （1) 可知， 右边第二項在 x < x 0 — a + rf 时必小于又因当 f ^时 貧 00— +°°- 
所以第一項也趋于0,且能找得 a > 0(可以使5< 9 )使“<%<“十5时第一項亦小 


于含 • 所以得出了 


fOO 

gM 


一 K 


< e . 


这証明了所需要的結果. 

当 K=oo, 巳知 至少在 a 近处有 fO ) 关0,所以 = 也就有 Hm^ = 0 # 

*-►* f Otf) *-•« JKJS) 

所以 

lim 学篇 CO. 
w gM 


类似上节，可以計論变元趋向 OO 的情況. 

定理 2 . 假定 /o) 与 £ 0*0 在 U， + «0 內定义且 

lim fC x ) " lim sr(^) =* 00. 

+o* 
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在 [ c ：， + oo ) 內存在着有限导数 iXO 与 / W ? 且 〆 0) 尹 o . 如果极限 


存在(有限或无穷），則 


証明留給讀者. 

例 1. 当户 > 0时 


l[m 


log 


例 2. 当 时 


lim = K 


lim 

C—+00 gQx ) 


lim 




lim 


fix 1 


0- 


Hm，=lhn 

c—+co a x : c—+«> a x log a 


若 P > 1，則右端仍然是一，一次一次地接着做，总有一次分子的$的指数 < 0,因此得 


出 






注意. 1) 在这两条定理里，我們假定了微商的比存在，而后汆菡数的极限.我們不 


能倒过来用.例如，极限 



是存在的，但是微商之比1 + C 0 SAT 却沒有极限. 

2) 定理2的变数 X 是連續变数，我們有关于貫的相仿的定現 
定理3 ( O . Stolz ) # 如果 yrt — oo 幷且 y ⑷ > %，則有 



lim 




只 須等武 右边的极限 a 知其存在(有限或无穷). 
証.先假定有有限数/使 


lim 


yn — Vn- 


h 


卽任給 s > 0,必有 2 V ， 使《 > W 时 


yn — y «- 


! < 


£ 

2 


或 


B r* 

2 y n 


< /+ «£ 
y*! — i 2 


# 


也就是 
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无 N+l —" 尤 JV ^V4*2 ^ ； V+1 _ ~"_^n--l 

^ ， 5 ， - 

y,v+i — vn yN+2 一 y^+i y«-i — yn-i y” — y«-i 


都在 (/-+，/ + +) 之中 • 由于音< 忠吟所以 



( x „- 〜是所有的分子之和， y » — w 是所有的分母之和). 


由恆等式 


可得 



当 n ：> AT 时第二項< 土_由于 y, — 00, 所以第一項在 n > AT 时也 < 二 

2 ‘ 

A 0, 就是当时 

^ ■■ 

h — I < e # 

卽得所証. 

如果 

Um Xn ~ Xn ^ = + oo, 

* 一 00 yu — y«-i 

当 n 充分大时有 


— ^«-i > y « — %— l , 

所以当+ oo 时，％ 也 — + oo . 硏究由前結杲 


lim h = lim % _ -. y - ” 二 1 = 0, 

oc ^ X n — x n ^i 

所以 

lim + 0 O # 

n^*cc 

請比較定理 1 与定理 3 的証明. 


§14. 其他型的不定式 

1)0 *00 型的不定式.可以变成为±或=. 

0 oo 

假定 

lim /( a :) = 0, llmg (^) = 00, 

x—*a 

fMgM = 

L 1 

公 O) fix') 
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(幷可取 〆 > 



这样便把◦•⑺型变为 I 型或 尝型. 
例 1. 命// > 0 


Hm (x^ - log 尤)= Hm = lim -^ _ ：, = lim —— 0 . 

x— 0 戈 — 0 X~^ — L x-+0 — yu 

2) co — co 型的不定式， 

假定 

lim / Car ) = + co , = + 00 ， 

X c JC — <x 

我們可以利用 

1^1 

tf 、 ，、 1 1 gM K 方） 

K _ r ) 一 £(尤) - - - ----- 

」_ _1_ 1 

/W gM fMgM 

把問題化为或者硏究 

0 

ef (x) 

*^)， 


把問題化为2型. 

00 


例 2. 求 


lim 


0 \ ^ 


2 


ct^ 2 x 


Hm 


sin 2 A： 一 x 2 cos 2 x 


x 2 sin 2 x 


但 


sln 2 x 


X COS X 


sin x -h x cos x sin x 一 x cos or 


x 2 sm 2 x 


sin 怎 


x 2 sin^r 




前一因子的极限等于 2 .又 


lim 

je —♦ 0 


sm % 一 x cos x 
x 2 sin x 


lim 


x sin x 


lim 


2 ^ sinA： + 八 0S t ^°2 + ^cos^ 


3 




所以所求的极限等于 


2 

3 


癱 


3) 形如 r % #， ①* 5 的不定型. 

如 

y = ( fMy (x \ 

取 logy = log 便各得 00 • 0,0* ( — co ) 及 0 - oo 的型 • 


例 3 •命 


y 


sin XV— 


x 
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当尤 — 0,这是 r ° 型. 

因为所討論的是 A ： 的偶面数，所以不妨假定 a ： >0. 现在有 


logy 


logx — log sin x 

1 — COS AT 


接連微分两次，可知 


lim log y 
*-+o 


lim 

X —* (1 


cosr — 1 
sin x x 


lim 


x cos x — sin x 


sm x 


x sin 2 .r 


xstnx 


lim 一、 - 

震 ― o sin 2 ^ + 2 x sin x cos x 


lim 


所以 


例 4. 


o sin x 


x 


limy = e 


一金 


巋 


«■ 


2 COS A ； 


y 


冗 \log 

———— arc tg x , • 


( 7： 


当 X 


log t - arc tg x 

+ 00 这是 0° 型. ITZlo^y = -- £，此为竺，故 

log X 00 


1 


lim logy = lim 

Jf-^+OO : -»+oo 


^-arctgr 1 卞". 
2 



X 


卽 


X 


X* 


lim 


1 


x 


2 


Km 


(1 


x 


2\2 


X —++oo 冗 


2 


；irc tg x 


-+oo 


lim 


x l 


+°° l + o ; 


2 


1 


X 


Jim y 


e 
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第七章函数的 Taylor 展开式 


§1. 多項式的 Taylor 公式 


命 p ( x ) 表一” 次多項式 

pC^r) = + a\x + aix z + + * * * -h a n x n ^ (1) 

逐次微商可得 

p*(^pc) — a\ -b 2a%x + 3aiX 2 4* * * * + 

p"00 = 1 * 2 * 02 + 2 • 3a%x + • • * + {n 一 l)fz * a^x 1 ^ 2 ^ 

P — 1 * 2 ' 3a 3 +*••+(/; 一 2 )( 打 一 l)n * a n x n — 3 ， 




癱 


2 * 3 


na 




在这些式子里，命 y = 0,立刻得出 

an = pQO') ， a\ == 气 ( 0 )， at 

If 

把这些系数表示式代入 (1) 式可得 

pix ) — p (0) + —- — x 


pXo ) 


2 


a 3 


p n m 


9 


a 


P W ( 0 ) 


n 


m 


n 


参 


( 0 ) 


參 


2 ! 


x 


2 


P ff ( o ) 


3 


x 


P M W x n 

n \ 


碡 


( 2 ) 


这公式与（ 1) 的区別只在于系数的写法不同，而沒有什么性貭上的差异.但是写法 ( 2 ) 的 
形式启示了以下一系列的工作. 

首先 3 我們不依 x 的方次展开多項式，而依 x 的方次展开多項式，知是 x 的某一 

特別 数値： 

?( r ) = do + _ A) + A z (^x — 尤 0 ) 2 + A^x 一 ^o) 3 + • • • + 一 x Q ) n (3) 

命 一 ; t 。 = f ， p(ar) = p(x 0 + 泛 ） = P(f). 多項式 

P(e) = 為 + 祝 2 + 




的系数由前 a 証明的式子 （2) 得到: 


~ P(0) 5 A\ ~ 上」 0) ， A 、 


P"(0) 

2! 


， A 


P" 丫 0) 
3f 


A 


n 


P w (0) 

n\ 


但由 


P(f) = p(x 0 + 〆($)=〆 （々 + f) ， P" ( 芒 ） 。 夕 " （ : r 0 + 亡）， 


«砉 


可知 


尸 （ 0) = p{x Q ) y pXo) = pH p 〃 (o) = pX^o) 9 


# • 


因而得出 
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A = = 〆 》) ，，At 


夕"(0 


鳥 


2 


_ 




〆 〃“) 


y 


A n 


一 产 U) 
»! 


代人 (3) 得 


pM 


pU ) + 

^ * 


怎 0) 


— Cx 一 尤 o) 2 + 

2 ! 


T ( …。 ) 3 + … + (…) 


n 


这称力多項式 pM 在 x = A 点的 Taylor 展开式. 

* 

不滩証明，展开式是唯一的. 


(4) 


§ 1函数的 Taylor 展开式 


假定函数 /0 O 在 U 彳]內定义，且有”阶微商 

fM , 广 W ， …，产00， 

命尤 。为[〜 M 中的一点，我們仿上节做出多項式 

pM = /(^o) + ISj^I (尤一 戈 0 ) + f “ 0 ) - Qx — ^o) 2 + " • + - ~ (x — x 0 ) n m 

1! 2! n ! 


又命 

= fCx ") 一 

定理 1. 在本节开始所給的假定下，当^ — 知时， rCO — 0,且是一个高于》級的 
无穷小(与^ _ 々比 較），也就是 


或 


r ( x ) 


lim 


= o[(ar — x^Y] 




% 


証.依 pM 的性貭可知 

[ rO )] ㈣。= [fOO — pM ) x ^ x 0 = 

[〆(>) L 句 0 = [/’W — 〆(>)] 撕 0 = 0, 


[r in Kx^)] x ^ Xo =[ 产 )00 — p ⑷ 00] 仰 0 = 0. 

» 

我們 現在用泊納法来証明定理 1. 

当《 = 1时 

r(x Q ) = rU = 0 ， 

所以 

lim lim rM ~~ rUo) _ = 〆 (々）= 0, 

X — 太—抑 X — X 0 

卽 
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”00 = o(x — ar 0 ). 

假定这个論断对 1) 正确，我們进一步証明，它对 m + 1也 正确. 此时, 
微商 rM 适合于 

/( at 0 ) = r "( a : 0 ) — * * * — >* < w +1) C ^ o ) = 0， 

且依假設 

r(jc) — — ac 0 ) m ). 

由中値公式 

rO ) = r ( jx ) — r { x ^) = 〆 (，）(> — ar 0 )» 

此<?在 X 与 X 。之間.因为— ^ol < U «0 I 9所以 

〆(£•)= oiic — 尤 。) m ) = 0(0 — ^o) m ), 

于是得出 

r(a:) = oi{x — ar 0 ) M+1 ). 

这就是需要証明的. 

因此我們定义是函数 / W 在^ 々点的近似多項式，而 rW 称为佘項. 

命 ; c — a :。 = Ax ， /0) — Kx q ) == △ f ( x 0 ) ，則得出 

△/(〜）= fixo)Ax + — fXx 0 ")^ x 2 + ••• 

2 ! 

• • * + 丄 f ^\ Xo ) Ax n + o ( Ax n ), 

n \ 


§3. Taylor 級数的余項 


为了更淸楚起見，我們把余項; ■(>) 改写成为％00,因为它和〃有关. 

定理 1. 假定 / O ) 在 U ， 々+ H ] 上有》阶連續微商，而且在 U，A + m 中有第 
(n + 1) 阶有限微商.假定 <K 幻在[^，幻上連續，且在开区間 U )， X )內有不等于0的 


微商，則有一 （ 适合于 ❼ C < AT , 使 




<// o ) 




n \ 

暑 


鉦.我們有 


r n M = K ^)~ /(^ o )— at 0 ) — x 。) 2 —…一尤一 

1 ! 2 ! 

現在把 x 固定在 u 。， 〜 + h ] 內的任一数.作一輔助函数 

9( 幺 )= /GO— /( 幺 ) 一 " - ^ (x-z)—- ( 欠一之 ) 2 — • • •— ( g ) (y 一 5f)% 

1! 2! n \ 

其中 $ 在 U 。， 幻內变动，函数 90) 連續而且适合于 

9(a) = 〜 00 ， 孓（尤 ） = 0 ， 

幷且在 O q ， 4內有微商 
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9'(公） =— f (O — 




(X — — / 


ftt 


2 ! 


垃(… ) 2 — f (… 




3T 2! 


[ 产 +1)(。 

L n I 


2 o — 幻" 一 , /(g) ^；V u — 幻"一 1 


n — l)i 


❸… X 


由 Cauchy 公式 


cpM — yQfO ^ y'O) 

必 00 — ^(^ o ) 必’ ( c )’ 

此处 X 。 < e < A ： 或 e == 怎 a + 0( 尤一欠。），（0<0<1);及 


得出 


cpix) « 0, 9( 尤。）篇 ％ 00 ， <P'(e) = 一 t -— — c) n ^ 

71! 

(r) 雄 0(u(q/(u “ 一 c) ' 

0 0) nl 


这就是所要証明的結果. 

这定理虽然狼一般，但在具体应用 时很不 方便.如果我們取 

必 00 — Cx — s , ) p ; 夕 > 0 ， 

則得 1 

yGO = — p(x 一 之)广、（欠。< 2 < 尤）. 

于是有 

r„Cx) — 一 ( y — _ 々 )' ■ . f—1^2 ( x — c ) n = dd O - c) n ^Kx 

— P\^ 一 c)r l n \ nip 

因 

c — x 0 -b OC^ 一 

所以 

X 一 C — X 一 Xq 一 8(^X 一 X^) — (l 一 d 乂 X 一 Xq)j 

因而得出 

定理 2 ( Schl 6 milch - Roche ) # 在定理1的假定下，佘項 

r „M = f in + l ) (^^ 0 ( x - x 0 )X ( 工 — e)n+ L- Kx ^ XQ y + i 9 

n\p 

允处 O <0< 1, 

取 f == 71 + 1，便得到更常用的形式. 

定理3 (Lagrange). 

〜 (和卢 2^( …，， 

〔72 + 1 ) ! 
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此处 r 是 A 与 X 之間的数或 c ^ + 6 (x — 0 < 6 < 1 0 


Lagrange 佘項的好 处是： 它使我們联想到下一項的形式. 

带 Lagrange 佘項的 Taylor 公 式記之 如下： 

• ■#_ •••••• 

K«0 = fixo) 4- 丄 p°) (x — x 0 ) 4- (9) (x — x Q y + - • • 

If 2 f 

V _ 

+ ㈣ (… 0) ”+ i ^4 (，— 

(w + 1)! 

此处 c 在 X 与 A 之間或 c — 6 {x 一 Xq )^ 0 < 0 < 1. 

• • * • » ♦ « 

在定理 2 中取 p = l ， 則得 

定理 4. 

r n W = + 火欠一和 ）） a 一 e)n(x _ x；)n ^ 

n \ 


如果 fM 是无穷可微的函数(卽所有阶的微商都存在），而且 

lim r n (jc) = 0 ? 

n^co 


則我們可以得到无穷展开式 


/0) = Kx 0 ) 


— - Cx 一 at 0 ) + JS x p ),. (尤一 X ( i ) 2 + • • • 
1! 2! 


0 -%)"+ •••• 


n 


这級数收斂于 / O ) ，称为函数 f 0) 在 r = A 处的 Taylor 展幵式. 
特別当知= 0时，級数 


/W = f(0) + 又 ( . 0) - x 


_// 


⑻ 


1， 

* * 


2 


x 


2 


产〉( 0 ) 

«! 


X 


n 


称为 fO ) 的 Maciaurin 展开式.它的佘項可以表为 


”0) = ^12^. 或 /，)(％) (1 — 6)». r * +1 . 

\n + l)l n I 


用 Taylor 公式可以补充求极大极小的方法. 

設《 > 2 ,假定当尤=尤 0 时，/0)的前》_ 1次微商都等于0，卽 

fXxo) == fXx 0 ) =…_ 产 -”( 文 。）= 0 ， 

而 产 U ) 与 0. 如果”是奇数，則得一枨 轉点; 假定》是偶数，如果产乂々）< 0,則 fix ') 
在方- ■= a 取极大値，如果> 0 ,則 / O ) 在: *： =尤 0 取极小値. 

証明是+分显然的.我們有 Taylor 展开式 


f O) = /Oo) + — 々 ）+•*• + f ”( 穴 ) - O — 十 

U — 1)! 

+ - O) . ( 尤一 x 0 y = / 0 。） + • 於 H o — Xa y 9 
n\ n[ 

此处 c = 尤 。 + — x 。），（0 < 0 < 1). 
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假定” 是奇数，（尤一在 AT = A 附近可正可負，而 f n ) ( c ) 在 f =知附近取定号, 
假定《是偶数，当 r 与々充分接近时 ， U — 々)*取正号，如果 f ⑻“） > 0 ,則常有 

f(x) — f(x a ) > 0, 

卽 / GO 板小.同法証明 < 0时为极大. 


4. 〆 的展开式 


我們有 


/ Cr ) = 广00 = 〆 ，广00 = <? 


X 


5 


严 oo 


e 


X 


所以 


/( o ) ^ f ( o ) =广⑻ 


产 （0) = 1. 


因此带 Lagrange 佘項的公式是 


e 


x ^ 1 


x 


1： 2 广••一⑷ 


•丄 f . 

»! {n + 1)1 


无穷級数 


的公項是 


而比率 


x 


1 + i + _£- + ♦ 備 . + 

1! 2! nl 


x 


n 


a 


n 




打！ 


^fi+i 


X 


a 


n 


n 


1 


0. 


由比例判別条件细清这級数收斂（对任一幻，所以公項 1—0. 因而得出佘項（因为 

n \ 

亡知< d 別与 n 无关) 


V n+t * 

^ /I — CL 


0 + 1 )! 


也就是对任一 h y ， 常有 


e 


X 


1 + 


X t X 


x n 

• • • _ >^， _ _ • 
2! n [ 


嘛参 


特別当 A ； 1时， 


e 


1 


— —I* - * • • ■ ! ■■ ~ T __ —j— • • • 

! 2! n ： 


9 


由/的展开式立刻得到 


sinh x 


X —X 

e 一 e 


, oe 


2 


( sr ^ x n \ r ^ (— xY 

2 乙 


n = 0 


n \ 



x 


2m+ 1 


Oft 

(2m + 1 )! 


x fc 


X ， X 


5 


3! 5 t 
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而 


I e x + e^ x 1 丄欠 2 

cosh x = - = 1 + 




4 


2 


2 ! 41 


習題 1. 由 〆 的展开式証明 


/ +y 


提示: 


oo 


S 

tt ^ 0 


(at 4 - y) n 

n \ 


OO 


n 


n \ 




xy 


od , oo 


st § 


y 


/ 


n — /)* 


§ 5. sin : t: 与 cos x 的展开式 


我們有 


j { x ) ^ sinx ^ /'OO = sin ( ^ + — ) ? •••，/(々）( x ) = sin ( ^ 


2 


因此得 


/(0) = 0， f f ( o ) ^ 1, 广 (0) = 0， /'"( O ) = — 1，… 

f ( 2 m \ o ) = 0, / {2 m +1) ( o ) = (— l ) m . 


由此得展开式 


7 t 


2 


x 


7»+I 


sin a : 


- ^ __ + ( — _ 

1! 3! 5! (2 n + l)t 


x 


2»+3 


{in + 3)! 


sin \6 x 


2 


在上节我們 a 經証明 


X 


2ii+3 


lim — 、 

n ~^ (2 t ? + 3)! 


0, 


所以得到展开式 


sm 尤 = 尤 


X , X' 


3! 5! 


(— 1) V n+1 

(^2n * 4 - 1 ) 1 




对任一 一这武子常成立. 

类似地可以証明 : 对任一 x 常有 


cos^r — 1 


X t X 


2! 4! 


(一 l ) n x 2n 
(2 n)l 


m 


必須注意，这公式的怎是对弧度而言，不是对角度而言的. 

Taylor 公式不但給我們近似式，而且也給我們糈确度.例如我們不仅有 


smx = sin x ^ x 


x 


3 


3 


sin x x 


x 

6 


3 


120 


而且有 


3 


Un … |<f ， 



sinx — x 


X' 

■ iim m 

3! 


< 


x 


120 


sm x 一 x 


6 120 


< 


5040 


力了使誤差小于0.001，我們要 


3! 


< 0.001 


或欠 < 0.1817. 就是当 or < 0.1817 ( 約10” 时，用0：代 smx 的誤差 < 0.001, 


又由 


jr 

FT 


< 0,001 


或尤 < 0.6544 ( 約37°.5)可细，用 


3T 


代 sin or 的誤差 < 0.001. 同法，如果尤 <0. 4 12 9 (約 23 °.5)，誤差可 C 0.0001. 佘 类推. 
关于夕= siw 与它的近似多項式的图形 如下： 



同样，当 y = cosr 时，我們不仅有 


y 


y 


2 


9 y ^ i 


2 24 


而且有 


COS AT 


II < 


2 


cosx 一 1 + — 

2 24 


! 


cosx 一 1 + 


X X 

■ I 

2 24 


< 


X 

MW 

720 




关于父 = cosr 鸟卞的近似多項式的图形如图 154 所示. 

例 1. 設圓的半径为，，圓心角 h 所对应的弦苌为之弧苌为& r 所对应的弦长为 
3, 則关于弧长有[、面的近似値： 


S 2 S 


iih — d 
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这一公式叫 Huygens 公式（圈 155 ). 
用待定系 数法. 假定 


^ Ad + BS ， 

然后确定系数 A 与 
由于 


^ = 2 r » sin x 


尤 3 , 


2 rU l +? 


Co < ^ < i ). 


S = 2 r 


裔 


sin 


1 


2 I 一 *- ^ 


K 


x 


3 


e 




2 


因此 


4 8 十 _ 


X 


5 


> 


(0<^<!) 


Ad BS == 2r 


但另一方面 



吾) •尤 




e, a^.JL b 


120 


3840 


比較系数可知 


s = 2 rx m 


A + — B 
2 


故得 3 


3 


， B 


3 




6 A+ r 8 卜 0 • 


因此 j 的近似公式为 


而誤差为 


23 


2d ~d 

3~， 


\ 


s — 23 


2<y — d 


< 2r 







3 




r 


m 


X 


180 





7 C 


例如取 t : j— ， r = 1，則由 Huygens 公式得出 


且 


s == 0*523593, 
y — 0.523593| < 0.000007, 


例 2, 計算 sin 10。. 

我們必須先把 10° 变为弧度 


10 


o 2k 7C 


• 10 =——= 0.17 
360 18 


取商項, 


sin— — 土 + 
18 18 



< 




5! V 18/ 120 


<_ (0.18) 5 < 0.0000016, 


而 


18 


0.174533, 


6 


^ j 3 =^= 0.000886, 


卽 




sin - » 0.173647 


<0.0000016 


7 C 


0.1736454 < sin — < 0.1736486, 


18 


所以 S ; nl 0° 准到五位小数的値是 0.17364. 


引进虛数，得 


COSX == 1 + 


⑹ : 

2 t 


islnx = ( fx ) + 


itxy 

4! 

(^) 5 


3 f 

■ 


幷在一 起就有 


cos^r + i sin^f = 1 + ( ia :) 




fa ) 2 ” 

( 2 »)! 

( 以） 


2# l+l 




(2» + 1)! 


(心 ） 3 


e ix c 定义) 


由此得出 Euler 公式 


% 


COSX 


f X X 


2 


slnx 


e 


tx 


e 


2 i 


習題 1. 由 Euler 公式証明 


* * 


cos(r *+ y ) = cos x cos y 一 sin x sin 
sin(x + y ) = sin r cos y + sin y cos x 9 


§6. 二項式展开式 


假定 y > —1，卽 1 + y > 0,我們現在考虑函数 
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/OO = (1 + x) a 9 


这儿“ 是一任意实数. 


fix) = a(l + x) a ^\ 

f ’00 = a(a — 1)(1 + at) 


/( 々 )(;*:) = a(a — l) * * * (a — 々 + 1)(1 + r) — 々， 


由此得出 


/(0) = 1, /'(0) = a 


5 


产 )(0) = a(a 一 1)" * (a —々 + 1). 


由 Taylor 公式得 




X 


2 


a(a — l)(a — 2) 


3 


x 


3 


a(a — !_)••• (a — 々 + 1) + 


々！ 


a(a 一 1) - * ♦(« — n + 1) 


n \ 


+ r „0). 


現在我們用定理 3.4 的佘項形式 


^ 二 二 如一打 ) (1 + exT—Ki - 6Tx^\ 




先看极数 


cc 

l - h~x 


a(a — 1) 


x 


2 


+ 


— 1 ) … （a — 々 + 1) ，十 


x 


々! 


它的一般項是 


❼= a ( g — A ) ■二 :( . a ■ : 

々！ 


所以，当 OO 时， 


«*+1 


a -々 

a K 


々+ 1 


UI — kl . 


故当一 1<欠<1时，这級数 收斂. 所以这級数的一般項 


a(a — !»)• _ *(cc 一 々 + 1) 


太夂 — 0, 


(々 —°°\ 


当》取任何値时，不大于1 . 因为在我們所考虑的情況下（卽一 


l < x < 


1)，常有0 < 1 — 0 < 1 +知，所以 


1 0 

0 < - ~~^<1 
1 + 6 x 




因此 


0 < 


1 - ^ Y 

L + Ox ) 


< 


綜合起来，得 
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a( ct — — n^) 


x 


n 




6 x ) 




0. 


因此得 到：当 kl < 1 时，我們常有 


(1 + x) a = 1 + 


a 




x 


a ( a — 1) 工 2 卜 _ 卜 a(a—l). '*(a — 打 +1) + 


n \ 


若 《 是正整数％这級数到 m + 1 項为止，它就变成普通的二項式公式, 
我們提出以下的几个特殊 情況： 


1 


1 


x 


: c 2 + 龙 3 + • • • 4- x® + • ’• 


X 


Cl — 


2 


1 + 2r + 3x 2 + * * * + nx”— 1 + • • • _ 


- V ^ 1 + 


1 i 丄 丄 

■ ■ ■ 1 ■- 

— JL — X 

2 2-4 


x 2 + - X 3 — m x 4 4- 


2*4-6 


2 * 4 . 6.8 


Vi 


1 


x 


2 


,+ 仏 一 


2-4 


2.4.6 


1，3.5.7 

2-4*6*8 


x 




这些公式可以用来幵任何次方.例如要求/的历次方根，我們先找一整数〜使 


a 


m 


厶或 j = (tf + l) m — C % 


如果 "^或 


€ 


a m + l) m 


二数中有一小于 1 , 則我們便能根据 


A 主， ( a m + 办; ^ « a (1 + 与 


-Jbu 


= [(a + l) m — c]^ = 0 + 1) 


c 


(a + 1 ) 讲 


X 


1 b 


€ 


而用展开式鄭 M ' -般說来々或 u + i ) 


愈小,級数收斂得愈快. 


例 1. 計算 ( iooo ) r , 准到 10^\ 

^1000 = Vl024 — 24 = 4 


舍 


128 


1 一 


U 


13 14 

|| ■ * ■■■• * _ • - ■…- - 

5 128 5 10 




当0 <0 < 1时，有0 < 


1 — 6\ 

1 + dx) 


3 


< 1 Lr 


3 


128 


±.9(_3 V + r f ± 
10 15 M2 8/ Vl^ii 


及 




6 


3 




128 


< 1 


3 


4 


128 


128\5 128 

< 


125 


125 


故用定理 3.4 的余項形式，得 


4 


3 


128- 


< 


4 14 


9 


6 5 5 5 


14 

5 


攀 


3 V 128 
128/ 125 


3 5 • 7 
5 7 * 2 17 


10 


, 7 3 3 • 63 
2 4 • 64 


<10 


7 27 

16 
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又用四舍五人法得 


故 


3 


5 128 


0*0046875, 


1 4 


3 


2 


* 


5 10 \128 


& 0.0000439, 


9 


3 V 


1 4 

-- - * ——_ • 

5 10 15 M28 


) 


= 0.0000006, 


4 


1 


3 


1 4 / 3 V 1 

—― — • ■■ I . . I « * ■ - 一一 

5 128 5 10 V128 / 5 


4 9(3 

10 15 \128 


• _ __ * 


= 3.9810720 




括弧中三、四两項的誤差备不超过 （0.5) • ltr 7 , 故上式的誤差不超过4 • 2 • C 0.5) 
= 4 • 10' 因而 


| V1000 — 3.981072 1< 2 • 10— 7 + 4 • 10" 7 < 1£T\ 


命 


我們有 


§7. log (1 +^)的展开式 


/W ^ log(l + x ) 9 


/’ 0 ) « 


1 + X 


因而得出 




ro ) 


(1 + x ) 


， roo 


产 oo 


= (一 i) k ~Kk — i)! 

(l + 


/ W (0) = (-1)^ 1 (^-1)!, 


(1 + x ) 


3 


/( o ) = 0 ? /'( O ) = 1 ， /"( O ) = — 1 ， f "( 0 ) = 2 !， 


_ • 


* • • 


.2 


log (1 + x^) — X ^ — + — 一 ••• + ( — l) n " x — 

2 3 


n 


n 




这級数也是当 kl < 1 时收斂.我們还是用定理 3.4 的佘項形式 


r n M 


和上节一样地可証，当00时， 


D ff (i — ey 


(1 + xd ) 


n-k-l 


X 


« 十 1 




广 ”00 — o 


* 


因此得出 ：如果 一 1<太<1， 則 


log (1 + x ) 




X — 


X 

2 


2 


尤 . 


3 


— 1 广 V 

n 


我們也能証明当 x -= 1 时有公式 


log 2 篇 1 


2 


3 




(考虑 Lagrange 的佘項可能簡 单些乂 

如果用这公式来計算 log 2,基本上是无能为力的.例如，我們要准到 0.0001, 就必須 
取10000項. 

在一般計算时，我們用以下的 方法： 

尤2 欠3 1 

log (1 + x ) = r — — +- • • •• 

2 3 


用一 AT 代 替尤得 


二式相滅得 


log (1 — x ) 




X 一 


X 


2 


2 


3 


log 


1 


X 


1 


2 x 


X 


3 


X 


3 


x 

5 


5 


* « 


|x| < 1. 


以 X 


1 


31 49 161 


相継代入，則得 


log 16 一 
log 25 — 
log 81 — 


log 15 = 2 
log 24 = 2 
log 80 = 2 





L 161 



3*161 3 



卽 

4 log 2 — log 3 — log 5 — 2 Pj 
一 3 log 2 —— log 3 + 2 log 5 = 2 Q 9 
一 4 log 2 + 4 log 3 一 log 5 = 2 R 9 j 

由此解出 

log 2 — 14 P + 10 Q + 6 R ， 
log 3 = 22 P + 16 Q + 10及, 
log 5 = 32 P + 24 Q + 14 i ? # 

在此 P ， p ， 及都收敛得很快，故用这些式子計算 log 2 , log 3 与 log 5 是很方 便的. 例如要 
計算10 2 2,准到10乂由于 


P 


31 3*31 3 


< 10 — 8 , 


Q 


< 10"% 


49 3*49 : 


而用四舍五入法得 


R 


161 


< 10 -7 , 


2884 




31 3-31 3 89373 


0.0322693, 


♦ 212 




49 




3.49 3 


7204 

352947 


= 0,0204110, 


i^r 0 . 006211 . 


用这三数分別代替 P ， 0， J ?， 誤差分別不起过 6.1 CT a ， 6-10-% 6.10- 7 . 

14 X 0.0322693 + 10 X 0.0204110 + 6 X 0.006211 — 0*6931462, 

因此 

| log 2 — 0.69315| < 4 X lO ^ 6 + 84 X 10" 8 + 60 X 10 -S + 

+ 35 X 10" 7 < 9.6 X 10" 6 < 10— 

同样可以求出 log 3, log 5 的近似値， 

習題，若 


logio 


1025 

1024 



logio 


1024 2 

1023*1025 



logi 


81 


2 


0 


80*82 



9 


則 


log 10 


125 2 

124-126 




99 2 

98.100 



196 log^o 2 = 59 + 5 a -h Sb 一 3 c — 8 d + 4 e 9 

幷試用 a ， e ， 之 I ? 表示 log 1C) 3 及 log 10 41 ? 再用此法以求 log 10 2 至小数第 10 位，以說明 
此法在实际上有用处（巳知 log , 10 = 2.302580930). 


§8. arctgx 的展开式 


命 


fM = arc tg 


在第五章§ 11中巳經証明 


产 )00 = (打 一 1)!cos”(arctg 太 ) • sin n (arc tg x 


2 


9 


所以 


= (一 i ) m (2 TO )!， /〔加十 2) ( o ) = 0 




因此得出 


arc tg x — x 


x , 


3 5 


、（怎） ， 


这儿的 r n M 依定理 3.3 的形式为 




jcos^^Carc tg0x).sin(” + 1) (arc tg 6x + — j - x 71 ^ 1 (0 < 0 < 1) # 


故当 | x | < 1 时， 




1 


所以当 U | < 1 时 
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arc tg x 


(-D 

2 n 一 


一 1 


CD 


特別当 1 时，有 


—= arc tg 1 = 1 ———+ —— 一 •••• 

4 3 5 

这个式子收斂得很慢，用它来針算龙很不方便.例如，我們耍稍密到 1 CT 5 , 就需要計算 
50,000 項 . 

:愈小 , U ) 收激得愈快.置 


arc tg 




丄 

25 


12 


5 


25 

144 


120 

119 


因为 tg 4< p 与1相差很小，所以 4< p 与 y 相差很小.命 


4 <p 


則 


tg 办 = tg ( 4 <p 


f) 


tg 4 <p — tg 


1 + tg 4 <p tg 


120 

119 


1 + 


120 239 




119 


因此 


4© 一 0 = 4 arc tg ———— arc tg _ 

5 239 


A JL 丄丄 t 丄丄 

j 奉 

L5 3 5 3 T 5 5 


7 


(i)]-[ 


239 




㈤ ]. 


由于交錯級数对誤差的估計(定理 4.4.1), 得 


4r 


7 


( 音 )— 


ri —— ) < + —-— < 0.5 • 10 -6 . 

\239/1 9,5 9 3-239 3 


用四舍五入法，对其他各項計算 如下: 


= 0.2000000 


5^5® 


士 0.0000640 


0-2000640 


3.5 3 


^0.0026667 




^0.0000018 


0.0026685 


又 


239 


-0.0041841, 
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于是 


因此 

而誤差为 


7t ^ 4{4[0.2000640 — 0*0026685] — 0.0041841} = 3.1415916, 

3.14159 ， 


k 一 3,14159! < 4X0.5 X 1(T 6 + 4X4X 2X0.5 X10_ 7 +4X 0.5X10 一 7 

1.6 X 10一 6 < 5.4 X 10— 6 < 10 ' 

習題 1. 試証： 当 kj < 1时 


習题 2. 試証 


arc sinx 


x 


X 


3 


2 3 


1*3 A ： ： 

2-4 5 




1*3*5 


* (2 /z — 1) x 


十 l 


2*4*6 


2 n + 1 


ar sinh x — x 


3 


2*3 


2-4*5 


X ， 


ar tgh x x 


x 

3 


x 


5 


5 


§9. S 級数，收斂半径 

从以上一些例子可以归納出一个重要对象-幕 級数： 

uq 4 - a\X + ^ 2 * + • . . + a „x n + . • •• 

現在扩大一下我們的硏究范围，假定冪級数的系数是复数，变数 : e 也是复虛数，改写 

为 。. 

定理 1 ( Abel ). 如果冪級数 

春 # ♦ « • 


+ a\Z - f - ai ^ 2 + • • • + a n z n + * • • ( l ) 

在复数平面上一点 € 收斂，則当 = 取适合于不等式 

• ♦峰 * • 



ki < l^t 

(2) 

的任何値时， （ 1 ) 絕对收斂. 

« ■鲁 ♦鲁 攀 ■馨* 

反之，如果 (1) 在点 f 处发散，則当 XT 取活合于不等式 

• • * * * * • • • ■争 ■孀 争參# 参镰 



ki > lei 

⑶ 

的任何値时， （ 1 ) 发散. 

* • * * * 攀攀 



証.如果 



^0 

+ + a 2 $ 2 + * ••+ a n ^ n + * • • 

00 

收斂，則 

lima ^ 73 = 0 # 

tl 碎 oo 


故有 一 M 存在，使 
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如果 = 适合于 (2)， 命 


則得 



z 




< 


j 



< M 一 

e 


— Mq n . 


由于 Sf 收斂，因而得出定理的第一部分. 

第二部分十分明显.因为如果有适合于 (3) 的 5T 使 (1) 收斂，則由定理的第一部分，級 
数 (4) 一定收斂.这和假定违背 • 

定义 . 如果数 ie( > 0) 适合以下的性貭，称它为冪級数 (1) 的收斂 半径： 

1) 当< /?时， (1) 絕对 收敛； 

2) 当>及时， （1) 发散. 

有时可能/? = 0,就是說除 r = 0外，无处收敛.有时可能12 =00,就是說在全平 


面上处处收斂. 

例 1. 設:《非正整数，冪級数 


十 x) a = 


1 + ax 4- 



2 


的收斂半径是 1. 

例 2. 冪級数 



的收斂半径是⑺. 

例 3. 冪級数 

+ 2 fA： 2 + 3 Ijc 3 + ••• n \ x n ••• 

的收斂宇径等 于 0. 

定理 2. 收斂半径 

— i 

# R = lim \ a n \ n m 

ft *^oo 

証，先假定 0 < K < 00. 


1) 由尺的定 义可知 ，对于任意給定的 s > 0,必有 iV ， 使当 n > iV 时, 

「好 > R 一 s ， 


也卽 

| 心 |< 1 

(R — e) n 

所以一定存在正常数 Af ，使对一切〜都有 




M 

— ~ ■ ■ ^ ■ I ■ 

iR - s ) 
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故若 >| < i ?， 則可取 S 使_!_ < 1，于是 

R ― e 

沐 <4| 六 f 

rt — 0 »=1 

CO 

收斂，所 以乏] A # 絕对收斂. 

11 ― 0 

2) 仍由只的定义，对于任意給定的正数 s >0, 必有无穷多 个办使 

\a nv r l/ ^<：R + S. 

也卽 

anv 〉(沢 + 

— ® 

如果 Ul > R ， 則可取 M 吏 R ^ T ~ >1，于是不趋于 0 ,因此 E 幷不收斂， 

0 

得所欲証 . 

关于 i ? = 0及 CO 的愦形，讀者自証之. 


§10. 羃級数的四則运算 


定理 1. 如果在 ui < i ? 中 

oo oo 

/o) = 2 “〆 ，办 ) = 2 bn%n 

» = 0 « = 0 

收斂，則 

<50 

/ O ) 土 gO ) ^ y^ t ja n ± b n ) z n 

n^O 

也在 ui < r 中收斂. 

証.因为两个收斂級数的和与差仍然收斂，所以定理成立. 
定理 2. 仍如定理1的假定，級数 




n 




n 


2>人 


在 ki <灭中也收斂. 

証.因为/(^), g ( z ) 在 Ul < K 中收斂，故由上节定理2, 一定有 

R < R < liml^r 1 ^； 


而与上节定理2同样地可以 推出： 存在正常数 M 及，使 


M < 


M 


(R — s 


b n \ < 


Mi 


{R — e> 


对一切 n 都成立.于是 


n 


k«i < 


r 

/ 0 V 


MM 


sy(R - e) n ^ 


< 
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< (n + 


MMi 


(R — e) n 




U + i)" 


由于 + 1 ) R = 1，故得定理. 


77—00 


至于两冪級数的商，問題不太簡单.它的收斂半径依賴千分母的零点而决定.但若 
分母的常数項不等于0,我們可以得一冪級数，屯有收斂半诠，但現在还不能說明收斂半 
径究覚多大，这里只介紹一下求冪級数商的方法. 

例 1. 試将 secs 展成冪級数. 

巳知 


C0SZ 


21 4! 6! 


于是 


secz 


cos XT 


2f 4[ 61 


+ 


1 + 


fe 2 


41 6f 


么 6 W 

6r J 


4t 


— " 丫十 (― 

61 J \2I 

• # 


4i 61 


\ 

■ ■ ■ ■■ m m m I 


21 24 


以后繼随賺雛齡径是 Y. 

例 2. 試将 tga 展成冪級数. 


tgz ^ S1UJ3T - sec z 




_ 


)( 


1 十二 + 丄 i 

21 24 


• 零 


) 9=3 


==w+ 


•攀 


例 3. 展开 CSC S —丄为冪級数. 

jry 

因为 


2 CSCJ3T 


SU10 


5! 


r 




z 




) 2 + 


6 


7 

360 


公 4 + 


所以得到 


CSC J2T 




一 z H -+ 

6 360 
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4 




关于怎样写出这些級数的一般項，現在还不能叙述，待引进 BemmilU 及 Euler 数之 
后，才能說明. 


§11. 霖級数的微分与积分 


从收斂半径为尺的冪級数 


ao + ^iZ + aiZ 2 + 


* •奢 


+ + 


我們可以得到两个冪級数 


C + a^z + — z 

2 




n 


及 


“l 


2a 2 z + • •, + na n z n ^ x + • ••癱 


先証明这两个冪級数的收斂半径都是由 


1 

\imn n = 1 




可知 


1 


lim \a n \ n g lim 1 naA n 


lim 


« 十 00 


n -^oq 


n - ♦os 


a 


n 


l/t + 1 


n 




这就是我們所要求的結果. 


命 


/( 之 ) = a。 + a\Z + aiZ 7, + 


m m m 


(kl < R ), 


我們現在証明 


fiz ) = ai + 2 a 2 z 4 - 


• * • 


(Ul < R ). 


証.对于固定的 kj < 尺，找出 p ， 使 Id <Z pCR ^ 数〜，有界，卽存在常数 K 


使 | I < KU = 0, 1，2, •••）. 对于 G > 0,存在0 < 5 < p 


i ， 当<5时 


Kp\h\ 


(p 一 j z — 5 )(p — t z ) 


2 


< e 


_ 


于是 


f(z + h) — /O) 


h 


oo 


S 


na n z 


fr 


n 


X i a n 


{^十 h) n 


0 


n 


« — 0 


h 


nz 


ti' 


< 


OO 


^ Uni 


73 = 0 


jz + k) n — z n 


nz 


fT 


OO 


n^i ^ 


71 

2 


z 


『 2 h 十 


/ 广 1 




oo 




+ |//| 


n—1 




K 


2- i { 

9 t 






\ h\y - kr 


h 


n i z 


/ 7—1 


K 


P 


P 


P 




P 


二丨— h \ 




Kp\h\ 


(p — I 一 8 ) (p — jjcr j ) 2 


P 


< s . 


ry 


p — I - I ) 


2 


i \/ l \ < ⑸， 
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因此 


00 


f o ) = 2 


n ， 


m 


n 


由于 < 2 ? 是任意的，故得所欲証. 

由于 fOO 的收斂半径仍为 R ， 故可継續逐項求微商，而得 


05 


产 )0?) = n(^n 一 1) ， • • Cn — V + 1^)a n ^ 




5 


(V = 1，： 




它們的收斂半径都是特別有产 （ 0 ) = 1 ；! %.又命 


F(^) = C + a^z + ^ z 2 


i7+l 

s 


2 


n 


1 


CO 


則 fo ) 是 /w = S 的原函数.故 


ff 二 o 


fO ) 




fisf)dz 4 


§12. 篡級数的唯一性定理及反函数 


定理 L 若当 Id <及时，收歛級数 


oo 


/0) = 2 “ 〆 = 0, 

»= 0 


則 


^0 = ^] = a 2 


a 


n 


m m ^ 


証.若定理不成立，卽存在々手 0 而心 = A 


0 , 




CO 


/<» 2 

» = 犮 


oo 


若 0<p<R， 由于 D U „| 〆 收斂，故 k | p fl <KU = 々，々 + l ， 


TJ =々 


P 时 


1/001 > 一 IM-! —•••)> 

细一 —— 卜 ui” I 外 I 


^ 1-1^( Utl — 


p 


走 +i 


9 


弋 +2 


由于 u 4 l > 0 ,故可取 M 足够小，使 


> o , 


U 々1 一 


K \^\ 


pKp — IH) 


> 0 . 


因此 


I / O ) I > o . 


此与假定矛盾，故得定理. 
从冪級数 




♦ 礞 # 


，•••）, 


3 ,則 / O ) 可以写为 

• ••). 因此当 ki < 

- K \ z \\ 

pKp — 
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y 


a^c + azx 2 + + 


9 


(1) 



我們可以反轉过来得出冪級数 

x — b\y + bzy 1, + b^y z + • •., (2) 

用比較系数法可以逐步确定匕，& 3 , 

将 ( 2 ) 代人 ( 1 ) 得 

“1(: 办 iy + biy z +■ * •. ) + di^biy 4- biy 2 + • * O 2 + 厶 iy + bzy 1 + • * *) 3 

+ -- y Z== , jj, 

故由定理 l 得 


a\b\ - 1 = 0, 

= 0 ， 

十 2uib\b2 + <2 3 的 = 0 , 


因此 



关于冪級数 (2 ) 的收斂半径問題，牵涉較多，在此不作討論了. 

倒 1. 


則得 

例 2. 

則得 

例 3. 

則得 


y --- + a : 2 + ^: 3 4 ~ *•• 

1 — x 

X y — • * 


y — log (l + x) 









. x 3 * x % 

sm x — x —* —— -r —— 

3? 5r 

， * 




§ 13* Kummer 判別法， Gauss 判別法 


定理 1 (Kummer). 設有正項級数 

“1 + “2 + • * 、 U n + • • 、 

若有正項貫“1， A ，• • •，且存在及 A /， 使当？? ；> 7 V 时 3 

“打 ■ “ 方 +1 a 0, 

u n+l 

oo 

則 （1) 收斂;若乏]丄发散，且当《 > / V 时 

» — 1 ?! 


⑴ 

⑵ 
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— 〜 M< 0 ， ⑶ 

u n ^\ 

則 (l) 发散 . ， 

钲. 若 (2) 成立，則当 《 = A/+l，2V + 2, •••， M 时，有 

tf N+l w ； V+l 一 a N+2 试 N+2 > a ^N+2? 

“N+ 私 N+2 — ^W+3^N+3 ^ ⑽ W+3> 


议 M U M 一 ^M+l^M+X ^ ⑽ Af+“ 


总加之、得 






将 M — 則得 


S «〆 

*： N +2 


^ N ^ l u N +\ 

a 


故由定理 4.3.2 可知級数 (1) 收斂. 


若 C3) 成立，貝I〗当» = N + 1, • • •， M 时 


奴？ V +2 、 这 N +2 u N +3 

〆 — - ― 9 

ttjv+l 1 U N^2 


> 


^ N +3 


^ W+l dM +1 


9 


U M 



0 W +1 


0 N +2 


a U 


各不等式相乘得 


叫 +1 > ^AT+l^N+1 


^ M+I 


(M + 2，iV 十 3 …）， 


故由定理 4.3. 4' 可知級数 (1) 发散, 
定理2 (.Gauss). 对于級数 


鉍 i + «2 + • • • + “》+ 


蠢 « ■ 


⑴ 


若 


U 


w«+l 


1 


CfJ 


n 


n n p 


此处 f > i 而1叭！ < J . 当户 > 1 时， （l) 絕对收斂;当 （l) 是正項級数，則户 < 1 时，級 
数 发散； 当 U) 是任意項級数，則 p < 0时，級数发散. 


証. 取〜 = 7/，則 


iim 


a 


u 







lim <» I 1 十 




n 


<£n 


» —1| «=* ft 


l . 


⑷ 


当户 > 1 时，可知存在《及^，使当”：> ZV 时， 


a 


u 


u n+l 


十 i ^ <X 0 9 


故由定理1可知 (1) 絕对收敛. 


当；！< 0时，由 
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lim 


0 


fin 


r 


可知存在 Wi， 当 # > A/\ 时 


u 




1 + 上 （1 •砂 


n 


pin 




<1， 


也卽故当 n — oo 时，％不趋于 o . 故級数 Cl ) 发散. 


当 /i = 0 时，因为 


u , 


從 n+l 


<1 


\<^ n \ 


nP 


<1 


A_ 

nP 


所以 


U \ 



U 2 

L . 

^ rt —1 

从 n 


U 2 l 

Us 

1 

1 

U n 


< 1 


j) ( x + 1 ) 


* * • 


1 + 


A 


U — 1)， 


s 1。 £ ( 1+ 含 ） S ；p 


e 


< ^ 




故当 n — oo 时，〜不趋于零，所以 （1) 发散. 

当户< 1而 〜>0 U = 1，2, •••） 时，由 （4) 可知存在 2V 2 , 使当0>的时 


u 


a 


^ rt-f 1 


^«+t ^ o * 


oo 

故由定理1及調和級数丄发散(見§ 4.3)，可知 （1) 发散. 

n 二 I 打 

最后，当 p = 1 而> 0(« = 1，2， * • *) 时 ，取“ = nlogn， 則 


it 


O), 


a 的 — 11 — 一 = 72 I 1 4* — + ~ ) log n 一 (打 + 1) log (72 + 1) 

u n+ i \ n n p 




or 


n p ， 


-logT? H~ + l)log ^1 - 


« 


由 


lim 


n 


p m 


log n ^ 0 y lim(rt + l)log (1 一 


n 



一 1 ， 


可知存在 ^3 , 当”〉 A / 3 时， 


U , 


a 


^ n+i 


— 〜 +i < 0. 


故由定理 1 及 


n log n 


发散 ，可 知級数 (1) 发散. 


14 . 超越几何級数 


定义.假定 1 jB，y 是实数，但 y 不是負整数或0 ,則級数 


F ( a ， 仁， y ; = 1 + 


a /3 


ir 


aja + l)j3( jB + 1) 
217(7 + !) 
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+ 


a(cc + + # — l ) j 3( j 3 + 1) 


n ! y Cy + 1) * * * CT ^ n 


* * _ 


(0 + 72 — 1 ) n 
- - Z 

1) 


aCa + 1) * * * (a + ^ —— l)jB(j3 + 1) * * * (j6 + —— 1) 

n ^\ 72 fy ( y 4 - l )-—(7 + «— 1 ) 


称为趨越几何級数或 Gauss 級数, 


当 cc 






2F 


又可証明 


1时，卽为几何級数.显然有 

F ( a ， 芦 U = (1 — -) -a . 


* y ^ ? 

2 2 


m 〜 1 


(1 + Z) n + (1 — 0 )% 


rF(l ， 1 ， 2; — ^) = log (1 + 之）， 


2zF 


(i ? 


X ^ 




log 


I 

1 — z 


lim F ( 1 ，卢， 1; 


— 00 


習題 1 . 試証 


習題 2 ，試証 




cosh z , 


a ”， 


— n, — ; sin a: J = cos nx m 
2 2 / 


外 ？ 了; 


) = 


arc tg t m 


定理 1. 当 U 1 <1时，級数絕对 收斂； 当 U |>1 时，級数发散. 
鉦.把 Kcc ， )3, y ;幻的第《 + 1項記作 '，則 


^ rt+i 


(a + ^)(jB + n) 

(72 + 1)(7 + 72) 


Ul * 


当打 — oo 时 ， I u n ^fu n I — I 此由定理 43.6 R 4.3.6' 叮知定理正确. 


但在单位圓周上如何？我們不作一般討論，仅就 
收斂发散情況 如下： 


及 z 


1二点硏究它們的 


定理 2* 超越几何級数 F(ct ， )3 ， 7; 1) 当 y — 戊 —]3〉0 时絕对 收敛； 当 y — a 


芦 < 0时发散. 

証. 当》> j a 1 5 ；2 > | J 3| 时， 




(n + l)(y 4- n) 
(a + + n) 


1 + 


去 )( 


r \ 

n / 



1 + — 111 - ^ — 


1 + 


苎 + 


t ) i 1 + 1 ) 
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1 + 


Y — cc — + 1 


这儿％有界，因此超几何級数在若千項之后，所有的項都同号，故可以看作是正項級数* 
由定理 13.2 得知定理成立. 


定理 3. 超越几何級数 


<xjB 


F(a ， ^ r;-1) = 1 ~ T 77 + 






+ C 一 1)” 


g(g + 1) * * # (a + ^ — + 1) * * *(jB + n 一 1) 

n iyCy !)***(/ + ^ 一 l) 


当 y — ce — ] B >0 时絕对收敛，当 一1<7 — a — jS<G 时收斂，而当 7 — a —卩 < 


时发散. 


証.由于 


u n J r\ 


(/z + l)(y + n 、 

(" + a)(w + ]3) 


y — a — j 3 


故由定理 13*2 可知当 y — a — j 8>0 时，級数絕对收敛，当 y — a _ 芦 < — 1时 发散. 

当一 1<7 — a — 时，可知当《> max (| a |，| jB |， ly |) 时，从第 » 4- 1 項开 
始， FU ， 爲， r ， 一 1) 是正負項相間的級数，而且存在 A 7, 当 ”> iV 时 


a — jB 


& rt+i 


- 


又可知存在 s >0 及 TV ， 使 一 l<y — a —卩一 s . 当/»>〜时 


> 1 


y — <x — j3 — s 


K m + l 


1 -+■ — (5 !> 0)， 

m 


故 


u \ + l — u N^-l 


u N +2 


> 1 




^ V +2* ' U N+T 


^M + l 


N 


1 


S l °s( 1+ ^-) S V^ - 2 S Va 

v = N + 1 ^ v = N + t v = A V + 1 


由于” 一 CO 时 〆 


n 

s 




v + 


<5 ® 

AVH 1 " 趋于 CO , 亦卽％ — 0. 故由定理 4.4.1 可知，当 


及 


1<7~« — 0^0, F ( a ， jB，y ; — 1) 收敵 • 

定理 4. 当 M < 1 时，有 

F ( a ? )3 + 1 ， y + 1; z) = F ( a , jB , 7 ; sr ) —— JF ( ce + l ， 芦+1， / + 2; (1) 

r(r+D 

F ( a +1， jB ， r +1；^) = t \ a ^, r ; z ) + z FU + 1， j 3+ 1 ， y + 2; =)• (2) 

rCr + i ) 


証.由 
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F(a, j3 + 1 ， 7 + 1; 怎） 一 F(a, j8, r ； 




S 




a(a + 1) 


(a + tz — 1) * (|5 + 1) 


7 i \ (y + l ) # **( y +») 


■•售春 


( J 8 + ") 




S 


a(a + !}*•*(« + 72 — 1) • 0(0 + 1) * • • (jB + ^ — 1)1 


72 t y(y + + 一 1) i 

a(a + l)*-*(a + /? — l)(j3 + 1) * * * (jB + n — 1) j3 

7? t(y + + 72 — 1) Ly 

a(y — fi) (a + 1) * * * (a + n —— 1)0 + 1) * * * (3 + n 

r(r + 1) «-1 (” 一 l)!(y + 2 )‘ • .（y 十 a) 


A ] z n 

r 


s 


I 


怎 ^ r^ F(a + 1 ， J 3 + 1 ，y 

yvy +1) 


2;=)， 


此卽 (1). 


則 


因为 F(a + 1， j 3, y + 1; r ) = F ( jB ， a + 1 ? r + 1； 所以 

F(ce+1 ， 戶， r+1; F(a ， jB ， z) + z 队丫 — a ) p( a +i ， 芦 +1 ， y-f2; sr) # 

y(y+l) 

取 




Xzn+l 


F{a + + n, y + 2n ； x) y 

= F(a + //， j 3 + ；2 + 1， y + 2« + 1; 无)， 


^2 n 


(j3 + /?)(y — ct + n) 

Cy "t" 2")(7 + 2n — 1 ) ， 


^2 «+i 


一 (a + 打 ）（y —芦 + 


Cy + 2^)Cy + 2n + l) 


X 。= Xi — 




Xz — aixXi ^ 


X m ^i ^ X t 


£ Z m X 


tE * 由 Cl } 得 

F(^a + j3 + ^ + 1, y + 2« + 1; — F(a + ”， jB + /?， y 4- 2/2 ； X s ) 


(ct + n)(y 




n ) 


(y + 2/i)(y + 2^ + 1) 


Ari^Ca + »+l 3 jS + /j + 


2 匁十 2; AT )， 


卽当 w = 十 1 时 


z= 一 1 


由 （2) 得 


F(a+n+1, jB+ 72 + 1 ，y + 2w+2; x) = F(a+j3+w+l ， y^~2n-^ 1 ; x") 

+ 細 + 1 ， — 一十 ⑼， 


卽当 m = 2 /z + 2 时 


入 /n 一 i 十 入 m+lj 


則得 (3) 式. 


由 （3) 式可知 
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1 




X , 


Xi X 2 

x 2 


1 


xT 

X 3 


X 


fp —1 


5 


5 


X 


1 




m 


X 


m 


^ m +1 


逐步代八則得連分数 


Xi 


1 — 




1 


^2^ 


1 




聲 


1 一 


^7 AT 


x 


m 


X 


m +1 


因此 


Xi 

Xo 


X_o 

Xi 


a\X 


1 




a 2 x 


1 


參 




1 




X 


m 


1 


flt\X 

1 


a^yX 




乂 m +1 

a m 一 i 丈 

1 




X 


0 


rn 


入 m +1 


Ma pkob rn 这个式子計算 


5 — 1 


n 


—l 




/ + 2 




n 




l 一 1 )( 打 —— l 一 2^) ( P 


2 


(J + 2)( / + 3) 


+ 


<1 


F ( — 72 + / +1 ? 1 5 / + 2 I 




? 




此处 《 是整数，丄 ， p + q = 1. 

2 

取 

a = — w + /+ l , 

jB = 0 ， 

^ y = / - f - 1, 

P 

乂 —- , 

V 

則 

X! = F + 1, 1, / + 2; — ~J, Xo =- 1. 

由定义可知 


故 


• 227 • 



a^x a^x 




— 1 




因为 




(a + 々 一 l)(y — j 8 + 々 一 1) 
Cy + 2 々一 2)(y + 2 々一 1) 


P_ 

q 


:— ^ ^ 4 - 々)（/ + 次) 

(/ + 2々）（/ + 2々 一 1) 


i-JOO + fO (p 


p _ 



(/+2々）（/+2々 一 1) V 


c k 


^2 k x 


(B + k^)(y _ cc + 々） 
(y + 2^)(/ + 2々 一 1) 




kin -f JO 


(2々 + /)(2々 + / + 1) 


^ = _ t 

X , 


l + l 


+ 


^ n~^l — 1 及 n — /■ 

1 + 1 


現在对 Q 及办进行估計.我們有 


0 <C cji (々<”一 / — 1)， 


又假定 （〃 + 1)^ < / + 2，則 


( n 一 I 一 1)P — (/? + 1)^> — (/ + 2)p < (/ + 2)(1 — p) — (/ + 


卽 


^1 


(n 一 I 一 1) P 


1 + 2 


<1 


< 1 _ 


故 


C K 


n 




1 + 2^ 


(/ + 々） P 


(Z + 2 々 一 1) q 


< ^! < 


j 


命 




l + l 


I 


則用数学归納法易証 


(々>2) 


又 


S 


0 <Z < o ^ <Z 


1 




ft?i = — - ~ —— ， a ?2 —— 


-hi 


仞 2 


1+1 — OJ 3 




一般說来有 




立 k 


1 + 1 




叫+1 


故由估計 
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0 <! o)jt+i < c 々 +i 



可得叫的上下界，从而得到叫-〖， • • •，以至 S 的上下界. 

例.取 

p = 丄 -, n = 9 , 000 , I — 3 ) 090 , 


V 



1 

0.95553 

0.00047 

2 

0.95444 

0.00094 

3 

0.95335 

0.00140 

4 

0,95227 

0.00187 

5 

0-95119 

0,00234 

6 

0.95010 

1 



由不等式 

0 < f^ 6 < 0.95011^ 

开始得 


1,00234 < 1 + —< 1.04711; 0,90839 < 卟 < 0.94898, 

1 -叫 

1.02041 < 1 + —< 1.03685; 0.91842 < 叫 < 0.93324, 

1 — 

1,01716 < 1 + —< 1.02119; 0,93362 < 奶 < 0.93728, 

1 — 0>4 

1,01416 < 1 + —< 1.01514; 0.94020 < 昀 < 0.94113, 

1 — 0>3 

1.00785 < 1 + ―< 1.00816; 0,94779 < 叫 < 0.94 S 10, 

1 一 CL> 2 

因而得出 


_^ — <5< ― 
0.05221 0.05190 


習題 1. 証明 y = F ( a ， jB ，ts a ：) 适合于 

x(^ 1 _ x^y r， + {y — (ct ■+* j3 ~f* — ctjSy ~ 0, 


§15. 用冪級数解微分方程 

倒 1. 求冪級数 

y ~ Uq a\x + aix + * * •+ a n x n + • • • 

之适合于 

y — xy ~ 0 

者. 

以 (1) 代人(2)褐》 


(2 • la 2 + 3 * 2a 3 x + 4 * Sa^x 2 + • • •) — x(a Q + a\x + 々 r 2 十 • • •） = 0. 


由冪級数唯一性定理比較系数得出 



2 • 

1^2 — 

0 



3 * 

2a 3 — 

a 。 = 

0 

ar 2 

4 • 

3^4 — 

a\ = 

0 

/ 

A _ 籲 

5 • 

4^5 — 

a 2 = 

0 

華層 

奉 》 • 

0 

* 礞 

+ 2 )(夕 + 1)4+2 — = 0 


由这些式子不难得出 a 糾 2 = 0及 




“3(是一0 


3々(3々 一1) 


1.4.7“. （3々 一 2) 

(3«! 


00; 


叉 


汉狄+1 


^3(^—1)+] 


3々〔驮+ 1) 


2 • 5 • 8 • • - (3々一 1) 
~(3々+ 1)! 


01， 


因此我們得出 


y = 这 oyi 卞 


此处❿及七是常数，且 


yi 


i , 1*4-7- **(3^— 2) 3k 

1+ ^ (3«!太， 


及 


00 


V 2 




2*5*8 - • -(3々 一1) ^+1 


k 


(3々 + 1)! 




因为 


1.4.7 


•(3々 + 1) 产. 


(3^ + 3)： 


和7-”（3々 一 2) 

(3^)! 


x 


3々 


X' 


(3々 + 2)(3々 + 3) 


所以由比例判別条件可知，級数 扒对任 何値都收斂.同法証明 y 2 也是对任何値都收斂的 


汲数 • 


例 2. 考虑方程 


(1 一 x 2S )y f， — xy f + a 2 y == 0 # 


⑶ 


以冪級数 (_ L ) 代人这方程得 

(;? + 2)(/z + l)a 


rt +2 


n(^n —- l)a„ — na n + a 2 a n — 0 9 


卽 


(打 + 2)(7? + l)a w +2 ~ C^ 2 一 a 2 )a rt . 


由此得出 


^2 n 


( 一 a 2 ( a 2 — 4)_ • • ( a 2 — (2 /z — 2) 2 ) 


(2/0! 




议 2n+l 




(一 i) w (a 2 — 1)( a 2 — 3 2 > - *( a 2 — (in — l) 2 ) 


(2 灯 + 1) I 


a lm 
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因此得到 


y = a^y x + aiy 2y 


此处 q 是二常数，而 


yi 


1 






aKa 1 - 2 2 ) 
4! 


x 


aKa 2 ~ 2 7 )(a 2 ~ A 2 ^) 

6 l 

_ 




及 


yi 


X 


a 


2 


— 1 」丨 (^-l)(a 2 -3 2 ) ^ (a 2 -l)(a 2 -3 2 )U 2 —5 2 ) / + 

JT^ X 5! 71 




由于当 a — cx > 时 


a 2 (a 2 — 4)* * *(a 2 — (27t) 2 )^ 2n ^ 2 

1/ 

a 2 (a 2 — 4) … （ a 2 — (2” 一 2 ) 2 ) 户 

{In + 2)[ 

/ 

(2n)! 




故用比例判別条件，級数 yi 当 kl < 1 时絕对收斂;同样地，％当 UI <1 时也絕对 收斂. 
只要“不等于一个偶数，当 kl 〉 1 时 ，这 級数显 然发散，当《是 偶数时 ，級数 yi 就 

成为多項式了.不难驗証 n 与 y 2 就等于下面两个初等 函数： . 


yi = cos (a arc sin x 


Vi 


sin^a arc sin at ). 


a 


(4) 


事实上，通过微分 5 容易証明 COS (a arc sin x ) 及 sin (0 arc sin AT ) 都适合微分方程(3)，因此 
它們能够表成 yi 与 y 2 的綫性組合，如 

cos{a arcsine ) = ayi + j 3 y 2 ， sin (a arcsine ) = yy\ + Sy 2j 

計算这两等式双方以及它們的一阶微商在^ ^ 0 处的数値，容易定出 a = 1，3 == 0 , y = 


0 y d = 故得 (4) 式. • 

归納以上的方法我們可以处理如下形式的微分方程 

aO)y" + + rWy = F(«), 

此处 ctO )， jSO )， rOO , FO ) 都是 a ： 的冪級数， 且《(0)#0.在这样的情況下，可 
以把 


— 


jBQO 

a (^ r ) 


qioc ) — 


rO) 

«oo 




Hx ) 

aO ) 


写成为 r 的冪級数，然后用冪級数代人，比較系数而得解. 

如果 ce ( 0 ) == 0 ,修改上法，有时仍可解决問題. 

習題 （ Airy ). 解方程 

+ n 2 xy = 0, 

dx 2 

例 3 (超越几何級数）.解微分方程 

^(1 — x) — ^ + [ y — (a + jS + 1 )at ] 么 - ccjSy = 0. 

dx 2 dx 
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我們考虑形如 




的解，代入上式比較:的系数立得 

A (又 一 1) + yX — 0 ? 


卽 

比較， w 的系数可得 


A — 0 ^ A = 1 — y . 


卽 

或卽 


(w + 1 + 又 X 打 + 又 ) 心 +1 — (^ + V){ji + A — V)a n + y(n + A + — 

—(a + 0 + l)(a + X)a n — a^a n = 0, 

(w + 又 + 1 )(打 + 又 + r)a w+ i = (« + A + a)(n + A + 爲 ) a n ， 

a = (打 + 又 + a)(/^ + A + jB) 

(t? + A + 1)(« + 又 + y) n 


所以有两个解 ：卽当 A =0 时， 


y = a G 



+ + 1)*^0 + 1) 
7 l * 2 - y(y + 1 ) 


J = a 0 F(a ， r ； x); 


另一解是：当义 =1 一 7 时， 


y = a Q x 




(1 一 y + a)( 1 — y + j9) 

(2 — y)l 



(1 — y + cp (2 — y + a )( 1 — y + jB )(2 一 y + jB ) 

(2 — y)(3 — y ) • 1 • 2 



= a^^ r F(^a + 1 — y 9 ^+l 一 y y 2 — y; x\ 

但是我們必須注意，当 y 为負整数或0时，第一解无效，而当2 — y 为負整数或0时，或 
卽 r 为不小于2的正整數时，第二解无效. ' 

一 般来軿，我們的超几何方程的解是 

(^) y = C x F(a, 7 ； x) 4- C 2 x l ^ r F(a + 1 — y ， + 1 — y，2 — y; x) m 而当 
7 = 1 时， F(a, r ； x ) = +1 — r ， i3 + l— 7,2 — 7 ; 欠），在 F(a^ jB ， 1; 太）之 

外，对 y 的其他整数値我們还是仅有一个解，由此可知， （ j ) 不能給出起越几何方程的有 
两个常数的解 .当 r 为非整数时，(^)便是超几何方程的有两个常数的解了. 

例4 ( Legendre ), 

〔1 一 一 2xy f + ni^n + l)y = 0 # 

以冪級数 


y = S ai%l 
1 = 0 

代入 幷比較系数得 

(/ + 2 )( / + 1 )^/+2 — 氏 I 一 1 )心 一 2lai + n(^n + 1 ) 心 = 0 , 

或卽 
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所以得出 


a 2l 


= ( — 1 ) 


_ (” + / + 1 )(” 一 0 
叫 2 ― — (/ + 1)(/ + 2) " at ' 


(^n + l)(w 十 3} * * * (^ + 21 一 V)n(^n 一 2^ * * *(n 一 21 + 2^) 


( 2/)1 


^9 


汶 2/+1 


一 f 1 、； （打 + 2)(/7 十 4) * • * (« + lt){n — 1)( 打 一 3)" •(« — 21 + 1) 

= \ —上; " ' ZT ； 一~；~ 


(2/ + 1)! 


a 


19 


而得 Legendre 方程的有两个任意常数的解: 


a 丨！ 一 (” + 0” — + (仏 + 1)0— + 3) • n(n — X > ^ 
7 ° ^ 1*2 4， 




奢畢 


x 


(n + 2)(/7 ^— 1) 


n + 2)(n + 4)(72 — 1)(/2 — 3) ^ 一 


* 蠢 


2 


争 


_ 


= W + a l y l9 ^ 

如果 D 是一个正偶数，则 h 仅有有限项3它是 X 的”次多项式，用 P . W 表 

o) 

1%^\ 

它，当^是正奇 数吋， y 2 仅有有限项，它是 f 的”次多项式，我们也用 (一 p ?!、/ ^» 


2 


㈣ ( 宁 !) 


表它.这个多项式 P « C 0 称为 Legendre 多 项式. 


Po0*0 = 1， PiOO = 欠， P 2 C^) = — (3 尤 2 — 1) ， P^x) = 一 **(53 尤）， 

2 2 


P 4 C^) = — (35x 4 — 30x 2 + 3) ， P 5 (^) = — (63a: 5 — 70 文 3 十 15 尤）》 

8 8 

现在提出几个较难的习题，但是是重要的结果. 


♦ 參 # 




习题 1. 


= 



2 n (n：) 


2 


X 


n 


n(jt 一 1) 
2(2n — 1) 


x 


rt—2 


n(n — 1)(^ — * 2 )(n — 3) 
2 • 4(2 /z 一 l )(2 c — 3) 


x 


4 — • i 


th. 


s ㈠ ) 


(2n — 2r) 


2 n r I (« — r) ! — 2r) 


x 


2r 


擊 


此处 W 


r 或^一胁为偶或奇而定. 


习题 & 证明 


PnM = F (n -h ly — «， 1; 


X 


2 


* 


习题 3. 证明 


PnM 


d n 


2 n ny dx n 


( O 2 — i ) rt ) # 


例 5 (Bessel) # 


x 2 y ff 4- xy + (^x 2 — (x 2 )y — 0 


p > 0, 
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我們現在考虑形如 


x r (a 0 + a\X + aix % + • • •) 


的解.比較/的系数可得 


(r 一 1) + r — 戶 2 = 0, 


卽 


士 命 


x^a 0 + a\x + a 2 x 2 + • • •)， 


代入原方程比較系数可得 Q = 0及 


々（2 /x + 0外十叫 


卽得 


吻 +i 




(々=1，2,…） 


及 


级 ik 


(一 1)々 


2狄々! (> + 1)0 + 2)“.（户 + 々）• 


命 


^ 1 


2 2 * 1 # (/ti + 1) 2 4 *l*2 # (fe + l)(/i + 2) 


■ ■' # • ■ 1 
r 


又換户为一产，而命 


V 2 2 * 1* ( _ 户 +1) 2 4 -1.2.( — — ft+2) / 

則当 M 非整数时，方程有两个任意常数的解+ ( 2 y 2 •当为正整数时 y 2 不存在，当戶 
力負整数时外 不 存在，当 M == 0时 n ==力，所以当 P 为整 数时， 我們仅得到只有一个任 
意常数的解.将来知遣，在这种情況下方程的解法还沒有完整， 
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第八章方程的近似解 


§1.引 言 


本章中将硏究方程的数値解法.我們所討論的方程可能是代数方程也可能是超越方 

程.所謂方程求解就是在于求出数値 f ， 使 

/(^) = 0, (1) 


这儿/0)是一个已給的連續函数. f 称为方程 (1) 的根，或称为面数 / CO 的零点. 

最直覚的方法是描图法，尽可能細地取一些点灼<幻<々 ••- 来算出 n «/(々）， 
yz = Kx 2 ), ***. 把点 ( n ， yi )， （心，: va )， …画在紙上，如果（心， y v ) 与（知+1，3^+1)—^处 
于怎 軸以上，一个处于 x 軸以下，我們再在〜 心 +1 之間取一些分得更細些的点，这样就可 
以把曲綫 y == )00 交#軸的点逐步显示出来.这一方法，在原則上是簡单的，但是实际 
应用时，却是效率不高的.在实际計算时，实貭上分成两步，第一步是确定两个数 a ， 心其 
間包含有根；第二步是把包含着根的区間的两端逐漸接近，在某些情形下，做些朴充的計 
算来說明近似値的誤差. , 

关于第一步 ，一 般耕，我們幷沒有很好的办法.但是在实际問題中，客观事物的本身 
往往就建議了根所应当存在的范围.例如，在《，3之間.因为在根的附近，一般訴来， 
/00是变号的(不变号的情況是曲綫切于 X 軸，但在这一情況时 fOO 是变号的，我們不討 
論这种情況，如果讀者了解了一般情況之后，这神特殊情況的处理，自能作出乂因而分隔 
«， )3 可以得到这样的一个区間《，^ 使 fCa ) 与 K 6) 异号. 

倒 1. 考虑代数方程 


x n H- -4 - + a„—ix 4- = 0. 


如果 | x | >1+ U + *•• + \ a n \ = M ， 貝 Q 

I aiX n ~ l + • * • + a„^ix + a„l ^ ( Ui| + • • * + |«»| ) |^| fl_1 <! M| a:|<! lari*. 

因此 


x n -f- aiX* 1 ^ 1 +•*•-+* a n —\X -h a„ 0 9 

換言之，代数方程的根疔一定适合于 

1^1 ^ 1 + I«11 + -" + \a n \m 1 


§ 2.图解法 


上节虽然說了图解法的缺点，但是，如果应用得恰当，还是可以給我們提出不少有用 
的資料的. 
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例 1. 解三次方程 


X 3 一 ax ^ b % 


在图紙上固定地画好曲綫 

y = ^: 3 , 

然后用一把直尺就可以找出我們所討論的三次方程的根来.把直尺的边 經这 及 
(― j ，0) 二点，則与曲綫 y = /的交点的橫标就是根的数値（图15 6 人其原因是經过 



(0, 幻及丨一土，0 1的直綫方程是 


y = ax b 、 

所以交点的橫坐标就是原方程的根. 


例 2* 解方程 


tg 


tgh A：. 


把二个團形 


tg %，y = tgh x 


重叠在一起，我們可以看出交点的橫坐标在^ 附近. 


3.迭代法 


. 在硏究 VI 的漸近値时，我們 a 經用过迭代法.迭代法的基本形式 是：把 fM 分为 
/ iO ) — / 2 oo . 如此，方程变为 

hM = / 2W ) ( 1 ) 

其中 fxCx ) 是这样一个函数，对任意的实数 m , 方程 

/ i («) = 

容易計算到高度准确的实根. 

我們的計算方法 是：先 从一个近似値 A 出发，代到方程 (1) 的右边，解方程 

fiM = /2U0) 

而得出^的第二近似値〜 

再以々代入 （ 1 ) 的右边，解方程 hM = f 2 ( Xl ) 以确定第三近似値 a . 如此做下去， 
得出一系列 的値： 

x Qi x l9 x 2i * * •, x„, • ••, 

其中 

flixi) == / 2 (3fo)> 
fl(.X 2 ) = /2(A )， 
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这方法的几何意义 是:所 汆的根是曲綫 


与 


y 






y = hM 


㈤ 

(c 2 ) 


的交点的橫坐标芒. 

巳往的手纘可以說成为，作直綫 


ato 平行于 y 軸，交曲綫(: 2 于 （知， 外），过这交点 


引直綫平行于 y 軸交 A 于 U，y a )， 爯过 U， 外）引平行 
于 y 軸的直綫交 <: 2 于(：^,：^)，过交点引平行于欠軸的 a 
綫交0于(^，八），如此續行,得出一条折綫(图 157). 

但这样的折綫是否愈来愈近于交点是一个問題， 

从图形157上看，如果我們从 a * 2 出发先求与 G 的交 
点，幷作平行于^軸的綫交 C 2 等等，則获得了一条刚 
好相反的折綫,这說明了，我們如果不小心地选择曲綫 
的次序，我們可能得到愈来愈远的結果，保証趋向于 


交点的条件是 



I/;⑻I < !/；(«!. 


这一条件当然很2隹用，因为这儿我們需要在 


e 的数値.不过我們有以下的結果. 


定理 1. 如果有 


fiiy ) 

/;00 


<i 1 (^a x <L b ， a <L y <i b^) 9 


則 


証.从 


n 




fl (欠 n +1) — — ,2(^0 一 ,2(^-1) 


及 Lagrange 定理可知 


( ^«4*1 




此处 X 在“与 Aw 之間，而 y 在 A 与％- i 之間.因而得出 


^«+l | ¥ _「1 尤竹 —1 j • 


由此得出 


| | ^0 1 • 


从而得出 


〜户一心| < W+i + 


峰 n 縟 


+ — 欠 0 | < 




n 


1 


<1 


欠 i — 尤 oL 


当 


oo ? q n »> 0 5 所以 A ： rt 是收敛的.旣然收敛，我們由 

limfi(x n ) = lim/ 2 (^n-i) 


可知 


/ i (^) ^ 6(6)• 


这定理的特例是 


定理 2. 如果 feU ，6) 中 fOO 連續，且 /0 O 丨 <7<1，則方程 
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t 


X = f(jc) 



的一个根可由 


尤 1 


X 2 = f(xi\ *••，A = f(Xr^i )， 


■ # 


来接近 • 


例 1* jt 5 — x — 0.2 = 0, 
这方程的实根是曲綫 


.5 


与 


y X' 

y = a: + 0.2 

的交点的橫坐标，由图158可以看出，它有两个負根，一个 


( 1 ) 

( 2 ) 


正根 • 


在/及 B ，0) 的斜率的絕对値小于 (1) 的切綫的斜率的絕对値，取 AO ) = A / 2 00 
十0.2,将 Z 与 B 的撗坐标的計算刻成表 如下： 


^/ 尤《 + 0.2 

x n H- 0*2 

Xo= 1 

1-2 

X! = 1.037 

1.237 

Jta =* 1,0434 

1.2434 

xz 1 #0445 

1.2445 

at 4 = 1 • 04472 



于是得到准确到四位的根的近似値 ; t 士 1.04472. 



4 - 0.2 

x n + 0.2 

Xo ― — 

1 

— 0.8 

=— 

0.956 

_ 0.756 

Xl =S= - 

0.9456 

- 0.7456 

尤 8 = 一 

0.9430 

一 0,7430 

: C 4 = 一 

0.9423 

- 0.7423 

= 一 

xe — ^ 

0.94214 

0-94210 

-0.74214 


于是得誤差不趦过2 • 10" 5 的根的近似値 r — 0.94210. 

在計算 C 的坐 标时， 由于在 C 点 (2) 的斜率的絕对値大于 (1) 的切綫的斜率，故此时应 
該取 /iOO = h hM = ^ - 0.2. 現在将 C 的橫坐标的計算列于下： 


— 0_2 


xo 

= 0 

一 0 

Xi 

= — 0.2 

— 0.00032 

太 a 

= —0-20032 



于是得到准确到五位的根的近似値 X 占一 0.20032. 

例 2. r = tg jc. 


这个方程的根是曲綫 
与 


y ~ x 
y ^ tgx 


⑶ 

⑷ 


乙 
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交点的橫坐标 , 


由图 159 可以看出，在每一个区間 




(2^ — 1) 土， （2 邛 + 1)— 

2 2 J 


=" 0 ，土 1， • • •） 


中，这方程有一个根， 

命〜表示第〃个正根，則 




2/2 + 1 


7 T 


m 


現在来氽叫.将原来方程改变为 

x = arc tg 

我們把計算列成 下表： 


Xn 

arc tg ❶ 

pcq — 4* 7124* ■ * = — 

2 

4.M 出 

4.5033 

4,1938 

x 2 — 4-4938 

4.4935 

= 4.4935 




于是得到根的近似値为 而 土 4.4935, 它准确到四位数字. 

迭代法的原理也可以用来計算联立方程 

Fx{x, y) = 0, F 2 {x 7 y) = 0 

的交点(疗，夕) • 

設在（€， V )附近 Fi ( x ^ y ) = 0, F 2 { x , y ) = 0 分別确定了面数 yiOO , 外00.这时 
dFl 关0, ^ ■关 0,且由定理1，当 


dy 


dy 


yz 


W 


卽 


dF 2 / DF 2 


a ； 


dy 


^ q 


dFj 

dx 


y \ iy ) 

dF x 

dy 


< 穿 <1 ， 


9 


0<qCl 成立时（这里 P ， 0 是 （ f ， 7 ) 邻域的 


点），則可由一个％出发，在 


yiM = y 2( 尤 0) 


中解 A 这相当于由一适合 F 2 ( x 09 y ^) ^ 0的(化外）出发，在 FKr ， y a ) = 0中解出々使 

y 0 ) =* 0. 

而由 nO ) = yzi ^ x ) 确定欠2,相当于确定 yi 使 


再碑定方2使 Fxi ^2 y yi ) = 0, 


• * * 


以尤1 ， yO = o . 

，卽定理 1 的演算过程化为先确定（心，外）使 


以欠。， y 。） 0, 


然后再依次由以下方程来确定 a ， yi ， 


y «> 
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F1O1 ， y 0 ) = 0 

^2(^15 yi ) — o 

V 

* 

Fii^ny y 『 i ) = 0 

只 2( 方 《， yj = 0 




§ 4 .插値法 


我們假定 /GO 在 U，M 上是連續的， fOO, rw 都不变号， fMKb ) < o # 



过 （a，/U)) 与 O, fW ) 作 一 直綫 


y — /(a) — x — a 

fO) — /(a) b — a 


这直綫和 x 軸的交点是^ == c， 卽 

~ /(^) = c a 

/(^)—— f(a) b —— a 

解得 

r = a — ( b 一 = b 一 o — b ') f { h ') 

fW — /(“） f(a) — /O) 


这一公式便把区間 （ a ， 縮小成为 （a， c 、 歲 ic ， b \ 区別根是在 (e，6) 中，还是在 
U , c ) 中的方法是硏究广 CO 的符号.若在(《，約中 i \ x ) > 0,則当 fix ') > 0时，根在 
(。，办）之中;而广00 < 0时，根在 (a ， c) 之中.若在 (a， 办)中/'00 < 0,則当广00 > 0 
时，根在 O〆） 中;而广 O) < 0时，根在0,幻之中. 

例.求方程 

/0O — 一 2x 2 十 3;r — 5=0 

的根，由下表 


X 

00 

5 

2 

1.9 

1.8 

K 7 | 

1-5 

1 

0 

代心 

十 

1 

+ 

十 

十 0.339 

一 0,248 


一 




可見根落在 (1.8 ， 1.9 ) 之中，又由公式可得 

，…+ [-(1.8-1.9)0.339] = 1843 

L — 0.248 — 0_339」 • 


計算得 K1.843) = —0.00427 < 0, 所以根在 (1.843, 1.9) 之間，再用公式 


€ 


1*9 


( — 0,057) - 0.339 
0,339 —（一 0.00427) 


1*9 


0,019323 

034327 


1 J 437. 


为了要說明精确度，取; r = 1.8438 代入， 


而 


K 1.8438) = 6.268180 — 6.799197 + 5.5314 — 5 = 0.000383 > 0. 

K 1.8437) < 0， 


所以根在 (1.8437, 1.8438) 中，卽近似値的誤差小于 0.0001, 
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§ 5. Newton 法 


我們仍然假定在 U ， M 中 / GO 是連繽的， fM 也是連續的， fU ) 与 f ( b ) 异号 # 
为了肯定起見，我們假定 / U ) < 0, f ⑴ > 0. 如此 Kd 是升函数，卽 W > 0 # 


过 U ，/ U )) 作曲綫 y 的切綫 

d = f(a)9 

x — a 


卽 


这切綫与 r 軸交于 



y — f ( a ) 



—/U) - 




在第 161 图的情況下，^比 a 更接近于^但是在第 162 图的情况下，幷不一定有这 
样的結論，主要的原因是第一种情況曲綫是向上凸的，也就是 /(«) 和 /"0 O 是阆号的.如 
果和广00异号，我們由&点出发，可得同样的 結果： 



K 厶） 

/' ⑷ • 


我們再回到原来的問題，把 



f ( a ) 


作为根的新数値，再一个一个地求 


_ /(^l) 

J J- 

5 a 3 = 

~ az + 

r_/u)i 

m. j' . 

， • • •，^ = 〜一 1 + 


[f(“l )」 





- 广 — J■ 


^2=^1 + 


此处有 a x < a 2 < a 3 < • _ 又从 


f ( a „) = /(“„) — f ($) ^ ( a „ —芒)/’(7)， 


此▽在〜与 € 之間，所以 




IfC^n ) I 


m 


此处 w 等于 j f ' x ) j 在 a ， 6間的最小値. 
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例 1 . 給了方程 


/0 O 




X 


3 


2x 2 — 3x 一 7 = 0* 


把根分隔出来 : 


X 

+ 00 

10 

5 

2 

1.9 

1,8 

U7 

1*5 

/o) 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 1.379 

- 0-088] 

一 

1 


00 


根在 1.8 与 1.9 之間 . 
微分得 


由此得 


fCx) = 3x 2 + 4x — 3, 


/'(a) = = 9,72 + 7.2 — 3 = 13.92 # 


代入則得 


d.8 + = = 1.806. 


代入原方程 


/(L806) = 一 0.0042 < 0_ 


因此根在 (1,806 ， 1.9) 之間 . 


継行可得 


“2 = “1 + 


/(^ l ) 


fXa x ) 


1M6 + 識= 1 施 3 . 


因为 /(1,8063)< 0, 所以根在（ 1. 8 063 ， 1.9) 之中，幷求出 K1.807) > 0 . 所以根在 

(1,8063 ， 1*807) 之間，这近似値的誤差小于 0.001, 

例 2. 解 


y 







y = 

:_ 1 _ 二 
1 

^ginj ： 

H 

I 

_ 

1 

3 4 


用两曲綫 


X * logxo x — 


y = logio 尤 ， y 


X 


_ 的交点来預測方程的根的位置，由图中看出根是在 2 与 

^ 3 之間，我們再来进行驗算 . 命 /W = a: l Ogl0 x — 1 ,則 


0.39793 < 0 


m 163 

显然在2<方<3間 


/⑵= _ 

/(3) = 0,43136 - 


fM = logn, x + logio e > 0 


/"CO 


logio 


>0 


X 


我們由 6=3 出发 


3 


f(3) 

ro ) 


3 


0.43136 - 


# 


0.91141 


3 — 0.473 • 


我們取&一 2.53, /(2.53) — 0,019894-•• 
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b = 2.53 — ’( 2 . 5 泾) . « 2*53 — A 0 - 1 . 界 - 94 - 認 2.53 — 0.02375-•• 

f(2.53) 0.83741 

再取 = 2.5063. 得出 

f(2,50<53) = 0.000089. 

誤差可以估計得 

| 厶 2 — < O. 000 。 0 ; 9 . :: : < 0.0002 

(此处 m = minlfWI > 0.7). 所以我們所得的带有准确度的結果是 

^ = 2.5062( ±0.0001). 

例 3. 試寻求一个求方程 Y + / + / + / + a ： = L(5 < L < 62) 的近似根(要求 
有三位准确）的快速解法 . 

这是計划工作者經常遇到的一个方程.例如，假定一九五二年机械 工业投 資額是《， 
第一个五年計划期間总投黉額是之問第一个五年計划期間的平均增长率是什么？設平 
均增长率是 y， 那末 

“[(1 + y ) + (1 + y ) 2 + (1 + y ) 3 + (1 + y ) 1 + (1 + y ) 5 ] = b 

作代換 l + y-=^， — = i-, 就化为我們所要泶的形式了， 

a 

命 gOO = + x 4 + ar 3 + 我們就是要求 /C^) *= gOO — L — 0 的根 

先造两个表，収分点間的距离为 0.01. 


(0 


X 

1 

圮 O) 

1 

1 

5 

1.01 

* * « 

* 

• 

■ 1 

* 

4 

* 

1.99 

* • * 

2 

62 

i 




GO 


,, I 

15 

K 01 

* * # 

* 1 
4 | 

4 

峰 

# 

1.99 


2 | 

136 


对于5 < L < 62中的 L， 由（I)可以找到 a 滿足 

gM > L ^ — 0.01) # 


命 


e 




-浩 


s=a 


g(0 ) —厶 

sXa) 


我們可証: 


0< -'^< 0.00013, 


因此 P 适合我們的要求.事实上由 （1) 可知 


汔“ + 歹，一 0-01 <7^0, 


故由 Taylor 展幵式得 


0 = ^ 十= /( a ) 4- + H a ■ 十 . ❻ 7 )、 

2 


n 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 


0 < 0 < 1 _ 
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由簡单計算，可知在1 <欠 < 2时 ， : TOO > 0, 广 G 0> 0, rw >0 ? ( 


f’O) 


< 0. 因此 

e* — e 


a 


iW ) 

fD 


(a + ”） 


/( a ) 

fXa ) 


V 



仿 7) 


2 f { a ) 


v 2 > 0, 




故得(3)式. 


£ w i1 ^ 器 _) 2 < 。戰 


§ 6 .联合法 


这是插値法与 Newton 法的結合，我們只討論下面这种情形，其他愦形是类似的. 

若 fM< o ，/0) > o . 在(“，办)之中，广00 > 0, /"0 O > 0, 那末由 §4与§5可知 


f(x) «=■ 0的根$ —定滿足 


此处 


a < x l < e < X l < i? J 


a 


O — a ) f { a ) 

fW — fM 


x\ = b 


m 
〆 ⑴ 


我們就用; ^ 与 y 分別代替 a 与心于是仿上又得到 


X 2 


( x ;— 尤 i)K 太 1) 
fWi) — /C 欠 1) 


尤1 


/U) 

f\xd 


这样一步步做下去得到 




(Z — x n yf { x ， 
fWn ) — f(x n 


X n ^l M X n 


_ fix：) 

f f U ) 


而 


a < ^„+i < ^ < x n ^i < b. 


这一方法的好处是由|4—〜|就能直接判断根的近似値已达到的精确度. 
例 1. 求 /0 O = 2太 3 — X 2 一 7 r + 5 — 0在区間〔 一 2, 一 1〕中的根泛. 


由于在〔一2, 一 1〕中， /' C 0 > 0, /"0 O < 0,而 /( —2) 




1 < 0, K —1) = 9 > 0, 


所以 Newton 法应該用于左端. 


t 

尤 1 


2 


/( 一 2) 
〆 （一 2) 


2 


1 


1.952 


1 


/( 一 1) 


K 一 1) 一 /( 一 2) 


1 


9 


9 — ( — 1 ) 


一 1*9. 


为簡单起見，我們都取两位小数，显然在> - L 96. 又經試驗可知 K ~1.95) - 0.01775 


>0. 将4与 A 改取如下: 


同法得 


9 

怎1 


1 . 96 , x x 


1 . 95 . 


9 


1.96 


0.130672 

19.9696 


1.96 + 0.00904 = — 1.95096 


# 


1.95 


0.01 * 0.01775 
0.01775 十 0.180672 


1.95 — 0.00089 … 


1.95089 
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因此得到 


6 一 1.9509±0.0001, 


例 2. 求 /00 5=5 ArsinAr _ 0,5 = 0的根. 
作出曲綫 


0,5、 


sin x 


与 


sm x 


0.5 


的图形可知，方程有无穷多个零点. 

由图形可粗略看出最小正根大約是 0.7 .取 


a = 0.6981317 * * •(=40°), 
b = 0J353982 -•(^45°) 3 


則 


M <0, fW >0； 


又在（“，占）之中 ， fM > o ，/"0 r ) > 0. 

現在将計算的槪要写 于下： 

A：1 — 0.6981317 - - - + 0.04194908 


m 164 


0,7353982 


0.0433510 


二 0.7400807 - -(^42°24 / ), 
0,741547, * *( 土 42°2 义乂 


再算一次，得 




0.7400196 - - + 0.0008211- 
0.741547 • — 一 0.0006329* • 


敵 


0.7408407*** 5 




0.7409143 


故得 


0J409 士 0.0001. 


§ 7.賈宪法 


命“为整数， / GO 是 a + 1] 中的連續函数.若 / U ) < 0, /(“ + 1) > 0,則在 
la , a + 1] 中必定有 t 滿足 

/(^ ) = 0, 

作代換尤=« + y •記 

/(^ + y) = £(y )， 

則必定有整数彡，滿足 

0 以 9 , O <0 , g ( t ) > 0 - 

— — 

因此在上，—中有7使 
L10 10 J 

〆 々）= ()， 

卽 e 滿足 

a + ± < e < a + t ± J . ^ 

10 10 
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依次:类推，可以逐步决定 S 的任意精确度的近似値. 

特別当 /(*) 为多項式时，計算还可以簡化. 

例 1. 求方程 

f{x) — x z 一 2x — 5 = 0 

的根氕 

由 K 2) < 0, /(3) > 0 可知 

2<^<3 # 

作代換尤= 2 + y ， 得 

f 0?) = /(2 + y ) = g ( y ) *=* y 3 + 6y 2 4- lOy — 1 # 
又由忘(0.09) < 0, g (0.1) >0,可知 g ( y ) 0的根7滿足 


卽 


0.09 < 7 < 0.1 ， 
2.09 < 疔 < 2.1 # 


再用此法 一 次.命芒 = 2.094 + sr ， 則=是方程 

k{z) =- jet 3 + 6.282 怎 2 + Az — B ^ Q, A -= 11.154508, B « 0.006153416. 

的根. 


命 CO ) -=# + 6.2323,显然 CO ) 相对于/， B 是較小的，所以：的近似値由 


Ar — 5 = 0来給出.而互在 

A 


0.0005 与 r = 0.0006 之間. 由于 


C(r) = 0.00000157 ? CW = 0.00000226. 
(以上两数的最后一位是正确的，以后各数，除特殊声明外,亦然) 


Ar — B 


0.000576, As — B 念 0.000539 


_ 


因此々(/*) < 0, h { s ) > 0 ? 所以 


0.0005 < = < 0.0006. 


我們再来求=的更精确的近似値.命 


h(j £) 苗 Az 一 7 >， D ^ B 一 COO 


則得 


Z> = 0.006151. 


将公= D / A 算至六位小数如下 


氺水 氺氺 

1L 154 503 


0.006151 
5577 
574 
558 
16 
11 
5 


0.0005514 = 2 


注意，在此除数只用到 11.15, 幷适当注意进位.因此 
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e = 2.0945514 + • • *， 

此处仅最后一位是 4 或 5 ，还无法肯定. 

进而言之，由于 


0.000551 < ^< 0,000552, 

要求 COO 的較精确的近似値.显然/是可以忽略的，用对数 


2 log 10 5,51 L .48230 

logio 6,282 = 0,79810 


2 logxo 532 55=1 1.48388 
log 10 6-282 =- 0.79810 


logxo 190.72 ― 2,28040 


logi 0 191.42 = 2,23198 


所以 


0.000001907 < COO < 0*000001915, £> * 0.00615150 


計算 D / A 如下： 

11.154508 | 0,00615150 0.00055148 

557725 


57425 

55773 

1652 

1115 

537 

446 


91 

89 


2 


因此 

2.094551482， 

此处仅最后一位2是可疑的. 

纘行此法，还可以求出 S 更精确的近似値来. 

習題 1. 求方程 / + 18^ — 30 -= 0的根 ( 答:1. 4 8 48 066). 
習題 2* 求方程尤 4 一 12 x 2 一 40 a : — 21 0的两实根. 

(答： 4.6457513, 一 0.6457513乂 


§ 8* JIofiaHeBCiarit 法 


a 給方程 


a 0 x n + a\X 


rt^l 


我們假定这个方程有〃个实根 A ， A， 


X 


a n ^\X + 〜=»()• 

且滿足 


kxi > kzl > -•• > \x n \ 


显然 



a ^ x n 一 aix ^ 1 4 - a 2 ^ fr ~ 2 一 • • • + ( —= 0 (2) 

的根是一：^，一 A ，• • •，一 ： c B . 将 (1) 与 (2) 相乘得到 

alx 2n H - — « o a i )^ 2w " -1 + C 一 «i + 2 a 0 a 2) x ln ~' 2 + ( — a Q as + 

+ a i a 2 _ + aQa ^ x 29 ^ 3 + (<?| — 2« i «3 + 2 a ^ a \) x 2n ~^ H - • • • = 0. 

再将/写成 A 于是得到 

o\z n 一 (a? 一 2aia^)z n ~ x + (^a\ — 2a\az + 2<?4« 。 ) 幺 2 + . •. =0 ， （ 3) 

但另 一 方面， （1) 与 (2) 相乘得 

(太— *1)(: 一 ^)* • •(: 一 x^Cx + ^ i)(ar + ar 2 )* * *(^ + x n ) 

^ Cz —— xX) m * -(sr —— Xn) = 0 , 

故 (3) 的根是 w ， xl . 将 (3) 中的3：換为一=，則得 

a\vi n + (a* 一 2aiao)z n ~ l 4 - (^a\ 一 2a\a% + 2a<jao)a B " -2 = 0. (4) 

方程 ( 4 ) 的根是一 一 4 ，， •• •，一 4. 这方程 〆 的系数是 （1) 中/的系数的平方，減 

去 2 倍与 x k — 的系数的积，再加上2倍 x A +2 与 x h - 2 的系数的积，如此等等，一直到方 
程的第 一 項或最末 一 '項 为止. 

經过 A 次这样的手續，我們得到 

尤” + 一 1 + b 2 x n ~ 2 + …+ 在 ” = 0. 、 

它的根都 <0,它的絕对値是所給方程 （1) 的根的絕对値的 2 A 次方，卽一 A ： f ， - x \\ 

... 

記773 = 由于 

〆 十 tix^ 1 * • • + b n ^ix + 办”=(方 + O • •(;«: + 0 ， 

故得 


^ + • • * + xJT = 

{, XiX 2 ) m + (^2^3 ) OT +••*+•••= 办 2 

) ( 太 1 尤 2 欠 3) ,J1 + ( 尤 1 心欠 4 产 +-- 


[ (尤1太 2. - m X n ) m ^ b nm 


将上式改写为 




ml 


= bi 



( 々々 • • *x n ) m = b nm 

因为 i ^! I > u 2 1>*■ *> u « I , 故当 — oo 时， (3) ， (’ y *，...， (^ y ； ^ 




w 


都趋于零，因此可以选取 m 充分大，使在許可的准确度之內，这些都可以略而不計.故得 
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卽 


{ xiX 2 ) m = 
{x X X 2 xi) m = ^3, 


( ^IX 2 - - •心 ） m = 厶”， 


xT = xT 




^2 


Xn 


b 


n 


b n_\ 


这样一来，我們就求得了原来方程根的絕对値，根的符号可以由直接检驗来确定. 


在計算 


x n + a \ X n ^ x + • ••十 a„-ix + ^ 0 

的根之前， 可以先 行代換 X ^ y 7 n y , 于是得到 

y n + Ciy n ^ 1 + • " + c n ^\y + 1 = 0, 

解后者有时比較方便. 

例* 解方程/ — 5x 2 — 2;c + 24 = 0. 

我們将計算过程用表列出. 


^的系数 

i y 的系数 

z 的系数 

! 

1 

i 常数項 

方程的根 
的方次数 

ao == 1 

fli = — 5 

a 这 2 

As s 24 

1 

log ao — 0 

a! = ( — 5) 3 = 25 

一 2a^ao = 一 2(—2) X 1 

= 4 

a\ — 2a%ao — 25 + 4 = 29 
log 29 = 1 • 4624 

(一 2) a = 4 

- 2 X 24 X ( — 5) = 240 

4 + 240 = 244 

log 244 = 2.3874 

1 

1 

24* = 576 

log576 «2_7604 

1 

0 

log ^i = l, 4624 

log bz = 2,3874 

log i?z = 2.7604 

2 

1 

b f x ^b\- 2b 0 b 2 = 353A 

log = 2*5479 

~ 2^x^3 =3 

2-614 X 10 4 
log% = 4.4173 

log = 2log 

= 5.5208 

1 

0 

log h[ — 2,5479 

log = 4.4173 

!o^ ^3 s= 5-5208 

4 

0 

log = 4.8597 

log = 8.6522 

log 厶 =11.0416 

8 

0 

log^i s> ~ 9.6378 

log = 17,2688 

log = 22.0832 

16 

0 

logfri 4) « 19.2672 

log^ 4) = 34,5362 1 

log^Q 4 ^ = 44,1664 

32 

0 

logti 5) = 38.5343 

1 

log^a 5> = 69,0724 

\oEbp = 88.3328 

64 


由 

得 


log |^i 4 | = 38.5343 
kil = 4. 


同样 可知卜 2I = 3， | x 3 | =2,經过直接检査可知 A = 4, = 3, ; r 3 = — 2, 


« 
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补 


ate 

jZ 


§9 . 实数根的几个定理 

給定实系数多項式 

PftOO = H- 1 + • • • + a” 0 ， 

我們知道它有〃个根 . 

在前面几节的討諭中，都是限于找寻方程的近似实数解，但是 P.M 什么时候有实数 
解？有多少个实数解？在什么区間有多少个实数解？这些問題还未解决 . 

討論 Pndx ) 的逐次微商組 

K 00，， • • • ，朽 ”)0). (1) 

如果实数 ^ 不为多項式祖 (1) 中任一式的根，那么以 5(^) 記下刻序数的变号 次数： 

p„0) ， P ； (c), PnW), •••, PiTKc'). 

当方增大，不經过 （ l) 中任一式的根时， so) 不可能有变化 . 因之，只要討論尤經过 
JP„0O 的根与 P 任一微商 P^(aO(l _ 1) 的根时的情洗 . 

設《力 p”0f) 的 z 重 fe ， / > 1 ，卽 

p„(a) == Pi(a) = ••… P^Ca) =* 0, F^(a) ^ 0. 

取 e 充分小，使在 （《 — e ， a 十 e) 中不含 P„0O ， Pi 00, • • • ， i^" 15 0O 的《以外的其他 
根，同时亦不含多項式 P 沪 00 的任一根 . 我們来証明，数組 

P„(a — s) ， P«(a — e)，•• • ， P» _1) (a — s), PP(a — e) 

中任二相邻的数都是反号的，而所有的数 

P n (a + s), P；(a + «) ， ••• ， Pi l ^Ka + e), P\P{a + e) 

都是同号的 . 因为組 (1) 除 匕 00 外，每一个多項式都是它的前一个多項式的微商，所以 
我們只要証明，如果 * 經过多項式 P„W 的根 a, 那么和这一根的重数无关 3 在經过以 
前， P„C0 与 Pi O) 反号，而在經过之后它們是同号的 . 如果 — e) ；> 0 ,那末在 
(« 一 s ，《) 中 P»0f) 是減少的，因而 Pi (a _ e) < 0 ;如果 P fl (a 一 e) < 0 ,那么 P n 0s0 是 
增加的，因而 P ； (a-e)>0. 故在这二种情形，它們的符号都是相反的.同样可以証 
明， P n {a + e) 与 + s) 是同号的 . 这就証明，当 X 經过的 / 重根时，組 

hO) ， P；(*), — , Pi°W 

失去 / 个变号 • 

設《为微商 

PfOO, P^ +1) (y) ? …， Pi^^Car), 1>1 

的根，但不是 Pi—no) 及 P^ +/) W 的根 . 从上面証明推知，当 : t 經过 “ 时 ，組 

P { n k \x), 尸 0 +1) 00, … ， Pi^Kx') , PHx) 

将丧失 / 个变号，但在与間可能得出一个新的变号 . 由 / > 1 ，当： 
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經过 《时 


i^o) ， … ， p^ n dx) 

的变号数可能不变亦可能減少，因为当 r 經过値《时，多項式与 P ^ + I ) W 的符 
号不变，如其变号数減少，則必減少一 t •正偶数. 

因之得到 :如果 a 与 bb c A ) 都不是多項式組 (1) 中任一式的根，那末在 * 間多項 
式 P n (, x ) 的实根数 （ Z 重根以/个計算)等于差 5( a ) -> S { b ) 或比这个数少一正偶数.后 
者对应于在間存在 C ， r 不是 PnM 的根，伹是 PlfKx ) > 1) 的根的情況. 

为了減輕加在 a 与 b 上的限制，設 < 不是 PM 的根，但可能是 Cl ) 中其他多項式的 
根》以 《 S +( c ) 表这些数 

p ” o )， no )， -••， Pir o o )， pi ”) o ) ( 2 ) 

的变号数，其計算法如 次:如 

K k \ c ) - Pi* +i> 0) -- Pi k+t ^M - 0, (3) 

但 

朽* -1> 0)共0, Pi k +0 Cc ') ^ 0, (4) 

那么視 P ( n h \ c) y P^ +1) (c ), …， 与 Pi k + l Kc ) 同号，以 S-O) 表 (2) 的另一变 
号数 :如有 （3) 与 （4) 的情形，若/ 一 /是一 "h 偶数，那么視 Pi k + i Kc )， 0 1与 

Pi k + l Kc ) 同号， 若卜; 是一个奇数，則視为反号. 

取 e 充分小，使 （a， 《 + 2s) 不含 P „ M 的根且亦不含 (1) 中所有其余多項式的不等 
于《的根，取7充分小，使 O — 2^，幻中不含 P „ M 的根，亦不含組 (1) 中其他多項式的 
不等于6的根.于是 sU + s) « *s + U)，sU — 9) = «sU>)， 我 們有： 

Budan 定理. 如果实数 aCb ， a 和&都不是实系数多項式 P „0) 的根，那末多項 
式 P *00 在《与6間的实根数 （/ 重根以/个計算）等于差 S + U ) — S - O ) 或比这个数少 
—正微 • 

X 很大时，可使 (1) 中多項式对应于这个値的符号都与首項符号相同，而这痤系数順 

\ I 

次为 a。， na ^ n{n — l)a a ，* ° * n \ a ^ 它們的符号相同，故 《SOO = «S_0r ) 这 0. 另一方面 

/(0)=〜，/乂0) = a n ^ 广 (0) a ^2 i ， * ”，/ ⑷ (0) •《!• 

故得： 

Descartes 定理， 多項式 P . U ) 的正根个数重根以/个計算)，等于这一多項式 

• •• 

亨孕考 C 等(等于零的系数不予計入 } $字号考:字序寧了个譽冬了个手增零. 

为了定出負根个数，考虑 P B (—AT) 易得： 

AO ) 孚亨亨亨孕学，卞^枣攀 H (重根以其重数来計算) 

§ 10. Sturm 定理 

上一节中給出了一座簡便的方法定出多項式 P a ( x ) 的实根个数的上限，但幷未得到 
根的个数的确切数字.这个問題为以下的 Sturm 定理所完全解决， 







設 P«0O 沒有重根，記 q , { X ) = hoo 以仏 0*0 除 P»U)， 得 



PnM = 



同样的定又 

iOO ' 



考虑 


i%W， 仏 (>)，.-• ao)， 

(l) 


由于无重根，所以 p„00 与 PnM 互素（卽无公因式），因而 QsM 是一个不等于 
零的实数，而且 (1) 中相邻二个多項式沒有公根.如果 AGO 与 a +1 0) 有公根《，那末《 
也是 A-iOO 的根，也是 PhOO 的根，…，最后得到与 QiM 有公根，这导出 p b O ) 
有重根，这与假設矛盾.如果 qM = 0,那末仏 - iC«) = —仏+乂《)，卽如果《是 （1) 中 
某一个多項式 QkM 的根，那末它們相邻二个多項式的値反号，最后，可以看出，如果《 
是 P n M 的实根，那末 P 0 MPnM 在 r = «处为增加 函数.因为： 如果 PnM 在; r « « 
时增力 n， 那末 P；(«) > 0,所以 PnMP ' nM 是增加的;如果 P«0O 在 ；C = a 是減少的，那 
么 F；(a) <： 0 5 因而 P„(r)P ;0 O 仍然是增加的. 

如果 e 不是 p„00 的根，考虑 

匕 00 , 仏 00 , &(>)，•••， QsM 

删去它里面等于零的数，以胪0)記余下来这組数的变号数；称 w ( c ) 为当: C = r 的多項 
式尸„0)的 Sturm 組 (1) 的变号数，于是我們有 

Sturm 定理 . 如果实数 a<b，a 与 b 都不是多項式 P„0) 的根，且 P„0) 沒有重 

_■» 鲁 条 • • • 參 ♦癱 

根，那么取（£0,而且差数 w { a )- W { b ) 等于 p «0 r ) 在0与6間的实根个数 • 

• ♦ • • • • • 鲁* 

証. 当 x 增大而不經过 Sturm 組 (1) 中任一多項式的根时，其序列中多項式的符号 

都沒有变更，因而妒 O ) 无变动.由于 £ M>) 是一个常数，所以我們只要討論 < 經过 

QkM 9 1 <々< 1•一 1的某一个多項式的根与*經过 P n ( x ) 的根. 

設《是仏00(1<々<， 一 1) 的根，那末由以00的定义， A-Xce) 与^ +1 («)都 

不为零.取适当小的 s > 0,使仏-办）与 Qjt + M 在 （《 — s， 《 + s) 中无根，因而符号 

不变，但是我 們&知 它們的符号是相反的，因此，每一 g 

P*-iC« 一 S)， Q k (a — s ), 仏 + i(a — s ) 

与 

Qk - iio . + e )， Q K {a -h e ), Q^+iia + e ) 

都恰好有一个变号，且与— s)， 仏 (a + e) 的符号无关，因为当 f 經过 Smrm 耝中多 
項式的某一个多項式的根时，只是这組的符号有所变动，但是变号数旣无增多亦未減少， 
故这种变动不使 W { x ) 改变. 

另一方面，如 a 是尸„00的根，由于 P„(>) 无重根，所以《不是 QM 的根，所以有 
e > 0,使 （《 — s， 《 + e) 內不含有 piW 的根，因而 AOO 在这一区間內符号不变.如 
果符号是正的，那末由于 P„0)£M>) 在X = «是增加函数，所以 PnCa 一 s) < 0, P B (a 
十故数列 
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各有符号 


P n (a — e )， P’ n {a — s ) 与 P n {a + e), P:(a + s) 


( 2 ) 


一， + ， 与 +, +， 

亦卽 Sturm 粗失去一个变号 ♦ 如果在 (a — s，a + e) 中 <0, 那末 (2 ) 的符号为 

卞？ ？勺 ， y 

也失去了一个符号，因此 

妒 00 在 X 經过多項式 p„0) 的根，而且只在这一情形， W(jx) 才減少一个单位数 . 
例 . A 00 ~ x 5 -h 2x" — 5 尤 3 + 8x 2 — 7x — 3, 

我們不必先去判断 600 有无重根，因为在构造 Sturm 組时 3 同时也驗証了 AO ) 与 
hXx') 之間是否互素 . 

h{x^) = x 5 + 2 at 4 — 5x 3 + Sx 2 一 7x — 3, 

A'O) 读 5r 4 + 8r 3 — 15 a : 2 十 16^ — 7 y 
— 66x 3 — 15Ox 2 + 172^ 4 - 61, 

石 3 〔工 ）㈡ _ 464x 2 + 1135x + 723 ， 

々 400 = —32599457a: — 8486093, 
h^pc) — 一 1 . 

造表 



K^) 

1 


> M >) 


、 o ) 

A 心） 

变号数 

— 00 

一 

十 

1 

1 

I 1 

+ 

i 

I 

4 

! 

00 

+ 

1 

+ 

1 + ! 

i I 

! - ! 

i 

f 

i 

— 

1 


因之，々 0) 有三个实根 . 
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第九章不定积分 


1 . 換变数法則 


在第六章 E 經得出一批簡单的积分公式，本章的目的在于較詳尽地介紹一些汆原函 
数的方法，幷且算出一些常見函数的 积分. 

首先我們介紹換变 数法. 有时用新变量/代替 x ，可以使积分1 / GO 厶 簡化. 詖旧 


变量和新变量的关系是 


則 


:« 9>(0 3 


fOOdx *= j K<p(0)«p'(0 由 + c. 


Cl ) 


⑵ 


要証明这个式子十分容易，对 r 求微分得 


d 


(j/OO 办 )， fMdx = K<p(j))<p f (j)dt «= /(<pW)9'W 山)， 


卽得所証. 


例 1. 求 


dx 


ax •¥ b 


命似 + 厶 =# ，則 

dx 


ax + b 


L [ Jl 

ait 


a 


log t -h C 


\og(^ax + 厶 ） + C- 


例 2. 求 


dx 




命—: =3 則 

a 


dx 




dx 


1 




r dt 

J i + ^ 




tg 一 1 / + c 




+ C. 


也可以命尤 


貝 【J 

dx _ (a sec 2 1 
a 2 + x 2 Ja 2 sec 2 1 


dt 


# + C 


a 


tg 


例 3. 求 



X 


命 


X 


t , 同上例可知 
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f dx 

v ? 3 


dt 


x 


2 



sin* 1 / + C 


C . 


x — a sin 8^ 貝 lj 胃 


dx 


a cos 


bib 


V a? — ― ahin 2 6 


dO 




— C . 


例 4. 氽 


dx 


V ? TT * 


命/ + a 


? 


則 


x 2 + a -= t 2 x 2 一 2tXj 


(卜 +)， 


dx 


因肫 


dx 




i 十 


log f + C <= log (V 怎 2 十 “ + 尤)十 C7, 


tj5 . 求 J sin 3 x COS X dx m 

命 sin:c f ， 貝 u 


sin 3 a: cos xdx = I sin 3 xd slnx 


(si 


t?dt 


Sill ,c 


倒& 氽 


\^ dx . 

J X 


命 loga = f ，則 


[^dx 

J X 




t dtt = — * 4 - C = —— 
2 2 


C . 


例 7. 求丨 tg a : Jx . 


命 cosx = 犮，則 

(tgxdx _ 


dcosx 


cos 


J f 

X J 


dt 


log ^ + C 


33^ 


log cos x + C 9 


dx 


倒 8. 求- 似 ^ —— （ Wf )， 

V {x — a)(j3 一 


命 


a cos 


因龀 


+ 3 sin 2 沒，則 

a cos 2 0 ^ sin 2 6 — ct(cos 2 0 + sin 2 0) = (j5 — a) sin 2 0 9 

JB 一 x — — a)cos 2 

dx = 2(3 — a) sin^cos ddd. 


dx 


石 -务 :r 中 4 十 ㈡ 
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習題 1- 

f 題 2 . 

習題 3. 
習題 4. 


習題 5. 


習題 6 . 


求 


似 + bYdx (m 手一 1). 


求 1 sin 3 xdx m 


求 \ ctgxdx m 


求 


dx f 


VV(i + 以7) 


〆 xdx m 


求 


dx 


A 2 sin 2 x + B 2 cos 2 x 


提示： 作变数代換 tg 

習題7.求 f 


X ^ t m 

dx 

sin x* 


U - 分部积分法 


分部积分法所根据的公式是 


di^uv^) *= udv + vdu ， 


由此可以得出 


f udv == ■⑽一 j vdu. 


如果 




/CO, P = gM 都是 x 的函数，則 


fMg\x)dx = fixyg^x) — f gMf^dx, 


例 1 . 求积分 l X cos xdx^ 


命 


X ， dv 溫 cos x dx^ 貝 Ij 


du ^ dxs tf a sin x 


(此处沒有必要写上常数項).因此 


xcos xdx 


xd sin x ^ x sin x 一 l sin xdx == x sin x + cos r -b C 


这个方法，使原来求 atcos r 的积分的較难問題一变而为求 sia^ 的积分的較見間鼠 


分部积分的公式，还可以做以下的推广 ：假定 〃与〃各有 U 


1) 級的微商 


U ^ V ^ U 5 V ? 




V 


4 


运用分部积分法可知 


UP in ^ l) dx = \ udv^ = uv in) — \ v M du = Ut/ M 


j V^U dXy 


同样地，得到 


uu Cn) dx ^ uv w 


u _ ( 


^ l ) dx : 9 


% t 




u^v^^dx = — f dx ， 


m 




逐步代入，卽得 


« ( *V — j u^^adx. 


UV^ n ^dx = UV^ 一 + 


+ i — lYu^v + (一 l) rt+1 j u in ^vdx. 

如杲 《 是一个 r 的 》 次多項式，則 « tfl+1) - 0，。左揣的式子就 表达了右端的积分. 

k 

例 2 - 求 ( x^logx dx m 


— log Xj dv ^ X 1 dx 9 貝 fj 


, dx x i 

au ra - % v = 一 


x 


m 


因此 


AT 3 log X dx 一 log X 

4 


\ x 3 dx — — ar 4 log x 一 丄尤 4 + 

J 4 16 


例 3 . 求 J tg— 1 x ^ x * 

命 “ =3 tg^Xy dt/= Jj *:， 則 

tg^ 1 x dx x tg*" 1 x 


f xd tg -1 X 


X 


r 、-!T 


* 


dx 


x 4 


x tg"" 1 x - log {x 2 十 1) 十 C. j 

2 


例 4- 求 p 2 sin 戈办. 

' 命 《 = x 2 , 如 = sin 欠 办，則由例 1 可知 

x 2 sin 丨办 = j" x 2 d(^ — cos a ：) » 一 x^cos x 一 j ( — cos x') dx^ 




x % cosx 4 - 2 Xcosx dx 


x 2 cosx 4 - 十 cos x) H- 


俩 5 . 氽 \ xe ax dx 




^ u = dt/ e ux dx^ 貝 (j 


xe ax dx 


xe 


ax < 


a 



s ax dx 


xe 


ax 


e 


a 


C. 


a 


例 6* 求 j e 似 cos^r 心:及 j ^^sin bx dx % 

分別命 《 M cos 办 ; i: ， dv a dx JSu = sin^, dv — e ax dx^ 則得 


e ax cos bx dx = — e^cos, bx 

a 



sin bx dx 9 
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e ax sin bxdx — 一 e cx dnbx 

a 


a J 


c ax co%bxdx % 


这样一来，两个积分中的每一积分都能用另一积分来表达，因此由这两个式子解出 


cos bxdx 


sin bx dx 


bsinbx + a cos bx 
a 2 + ^ 

a sin bx —— b cos bx 


C ， 


C \ 


例 7. 求九 = f 


dx 

{ x 2 + a 2 Y m 


命“ 


O 2 + a 2 Y 


j dt/ — Ir ， 貝 Ij 


fl = l 


dx 诊 x — + 2 打 f --- dx 

(y + 々 {x 2 + a 2 y J (: c 2 + 々 +i • 


由于 


0 2 + a 2 )" 十 1 

dx 一 
一 


dx 




( x 2 + a 2 ^) - — a 2 
( x 2 + 々十 1 


dx 


_ dx 

(^ x 2 + a 2 ^ n， 


一 a 2 J 


n + i ， 


因此 


<y + a 2 ) n 


2nOn — a 2 人 + i )， 


卽 


J«+i 


2na 2 (^f 2 + a iS ) n 


a 2 


这一公式称为所要求的积分厶的循环公式，它把积分人的計算化为人的計算.由例 
1.2 可知 


C . 


故由循环公式可知 




2a 2 x 2 + a 2 2a s 


C \ 


J 3 « -- - ——+ --^- h—tg - 1 — 

4 a 2 (jc 2 + “ 2 ) 2 8a 4 x 2 + a 2 Ba 5 a 


c 9p . 


等等. 


附記.分部积分法可以用来处理一般的反函数积分問題，因为 


j fMdx = xfM 

由 fM - y ,得到反函数 X = Ky )， 則得 


^xdfC.x'), 


j { x)dx *= xfix ) — j giy ) Jy . 


習題 1* 求 \ sin" l Af dx 9 
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習題 2 . 命 POO = a n x n + + 


+ 。 0 ， 求 


習題 3. 命九 


P{x)e ax dx ^ j P («) sin ax dx ^ j P C^) cos bxdx t 
n =^ [ x k \ og m X ☆( 々年 一 1)， 


氽証 


Jjfel 




幷具体算出 


習題 4. 命八 


x n e ax ^nbxdx^ J n 


x n c ax cos bx dx 9 


求証: 


T — n a sin bx 一 b cos bx ax 
n ^ X a 2 ^ b 2 6 


na 


Jn 




b sin bx + a cos bx 
a 2 + b 2 


a 2 + b 2 
nb 

a 2 + b 2 


nb 

7T7 2 


j #j—i. 


na 


a 2 十& 


J «—1( 


丼具体算出 A 及 A 


§3. 分項积分法 


先从一个例題說起. 
倒 1. 求积分 


dx 


x 2 - a 2 ' 


由于 


— a 2 = (at 一 a)^x + a )^ 


我們引进以下的 分項分 数法. 定出2与 B 使 


X 2 一 a 2 x 一 a 


通分后比較分子的系数可知， 


a(A — B ) = 1 ? A 


0. 


卽得 


2 a 


因此 


a 2 2 a \x 


丄\ 

x ^ 


所求的积分就是 


f dx 
Jx 2 — 


2a 


- f 

\jx 一 a J 


dx 


wm^m S 

a) 


2 a 


log I + C . 

x a 


更一般些，有 
例 2* 求积分 


mx + n 
x 2 + px + g 




• 25!) • 



配平方得 


x 2 + px -h q 


x + 上) 


2 


+ Cf 






命亡 


X 


1 


, B 


.2 


一 mp 及士 a 2 = 0 —上，貝 [J 
2 4 


mx 


1 


+ px q 


dx 



积分 


A f ^ — j f 士 a 2 ) A 

/I \ 1 ^ ■ _ === —— 1 _ , - ■■= — 


J 尸土 a 2 


J 名 2 土 tf 2 


2 


log \ t 2 ± a 2 \ + C % 


由例 1.2 可知 


B 


dt 


B 


tg， 1 丄 + C. 


a 


由例 1 知 


B 



dt 


2 


互 

2a 


log 


t 


C , 


因而得到 :如果 〆 > 4 穿，則 


m 




2 n 一 mp 


2^ 


log 


4 疗 


2x -\^ p 一 -y ft 2 一 4 
2x + p + ^\J ~ 




4 彳 


C . 


如果 〆 < 切，則 


n 


x 2 + px + q 


^ = — log ( x 2 + ^ + 穿） + —^ ~ 鄉 一 tg " 1 」芡 ■+ ■穸 


2 


a/ 4^ — p 2 V 4q — p 

为了配合以下两节的目的，我們槪括一下我們已經得到的一些結果. 

我們已經会求以下五种面数的 积分： 

I . 多項式， 


C . 


IL 


x 


III. 


X 




aY 


(々 = 2，3, 


9 


IV. - 糾 〆 一岭 <0, 


V. 


x -h px + q 
Mx + N 


( 


px + 彳） 


( 


2, 3 


， （ 〆 — 4q <Z 0) # 


关于 V ，乃用代換 / 


x 


P 

2 


, 于是 


Mx *h N 


(a: 2 + px + ^) m 


dx 


m_ r itdt 

~2 j (7 2 + a 2 ) 


m 




d . 


(t 2 + a 2 ) 









右端第一个积分可以直接 算岀： 

f 7 .tdt _ — 1 . _ 1 一 1 1 _ J _ Q 

J (^4- a 2 ) m m — I (y + a 2 ) w — m — \ ( a : 2 4 - px + qY~ x • 

右端第二个积分的算法見例 2.7. 

以下两节的目的，在于証明用分項分数法，任何有理函数的积分郡可以成为以上五种 
函数的积分之和. 


§4. 有理分式的积分 


若 FO ) 与 G(x') 为实系数的多項式，則 FO )/ GO ) 就称为有理分式，特別当 FO ) 
的次数低于 GO ) 的次数时，就称为眞分式.由除法可知，任一有理分式可以写成 

£ W . « H (.) + ^1, 

此处是实系数的多項式，而 p O ) 00 是旣約的眞分式（卽 p o ) 的次数小于 2 O ) ， 
且不存在次数大于0的多項式，同时除尽 PCX') 与 0 O )). 

因此，有理分式的积分問題化为眞分式的积分問題了， 

定理 1. 任一眞分式 


POO /2 GO 

是§ 3型 n , HI ， IV ， V 的 滇分式 的和. 

註：命 0(X) — (x — 。 ) 走 *_0 2 + 户欠 + 彳 ) m . "• 

1) 若 {0) = (x- aYQxM, Q.U) # 0,々>1，要証明存在3及600,使 

PM ^ A 卜 Fi (^) 

QM (x — a) k (x — a) k ^QiCxy 

等式双方乘以 po ) 得 

POO = AQiM + O — a ) Pi ( ar ). 

由 qM 乓 o 得 


A _ pM 

/Z , - 

QiM 

卽取这样的岑則 Hx ^- AQ ^ X ) 一定可为 r—a 除尽，因而定出 PiOO 来，卽得所証. 

2) 若 000 = (/ •¥ px + qYQlix) , ( p 2 < 切），而 hOO 不含有因子 V 十 px -r q 9 

要証明存在常数 Ai，2V 及多項式 PiO) 使 

P ( M = Mx + N , __ 

Qix') (x 2 ~\r px ~ q) m Cx 2 + par + q) m ~ l Q\i.xy 

双方乘以 Q ( aO 得 

尸 CO (Mx 4 - N^QiCx) 4 - (x 2 -¥ px + ^)Pi(x), 

确定 M 与 iV 使 PCx) - (Mx + AOPiO ) 是 x 2 + px-h q 的倍数.命以 . v 2 + 以 + 《除 
P 00 与 Qxix) 后的余式分別是 0 M ； + 3与 7 AT + 因此問題化为确定 M 与 2 V 使+ px 

•m • 



+ 穿整除 


ax + JB — (Mx -h N)(yx + 8). 


以 / + ^ 7 除此式 得余式 


LCpy 一 <5 )M — yN + a]x + \_qyM ~ 8 N + j3 ]， 


因此必須 


又 py — 5 )Af — yN + = 0 , 

qyM — SN + j3 = 0 # 


由这組方程解出 M 与 W ， 必須行列式 


py — d 


7 

d 


d 2 — pyd + <jy 


2 


异 于零. 


当 y =V 0 ,則 5 2 — py 8 4 - qy 2 = y 2 



2 


^ o , 否則三項式 


尤 2 + 


8 


+ 涔 + $ = o 有一实根一 二 ，这 是不可 能的； 当 y = 0 时， 5 必非零，否則 hO ) 是/ 

7 

^ px -^ q 的倍数了，亦不可能. 

PiM 可以看作是 : r 2 +抑+《除 pO ) — Cmx + n ) QiCx ) 后所得的商. 


3) 綜合 1) 与 2 ) 逐步做去可知 


A k 


PO ) _ 

卩 （》) (尤 一 a )^ ( a : 一 a ) 卜】 




A \ 


x a 


M m x + N m 
ix 2 + px + q ) 


M m ^ix + N m ^x 

Cx 2 4* 


Mi 欠 + 的 

-)r px + q 


⑴ 


定理証完(对 20 ) 的每一实根，每一对虛根都得 入算乂 


但如何将眞分式 PO )/ POO 表示成形式 ( 1 ) 呢？除掉以上所說的逐步做的方法，还 


有以下的待定系数法•若 QOO 的次数是#，将 (1) 式右方的 Al^y 1， • • •，Jl，• • • ， Af 


mj 


N m 9 …，吣，的看成待定系数，則一共》个. （ 1 ) 式双方乘以 0O )， 比較系数，共得《个 
关于待定系数的綫性方程(:因 PM 的次数低于 《). 由此可以确定这《个待定系数，由于 
分解为形状 ( 1 ) 的可能性 E 由定理 1 建立，所以方程組是不会矛盾的.又无論方程組的常 
数項如何(卽 PW 的系数)，都是可解的，所以这》个方程的系数行列式必异于零，因此 
解答是唯一的，也就是說，将分解为形状 ( 1 ) 的表示法是唯一的. 


倒.分解 


2 


2 x 


(尤 一 2)( 欠 2 + I ) 2 . 


命 


2 x 2 + 2 x 


A 


Bx + C , Dx ^ E 


(太一 2 )(太 2 + l) 2 x — 2 x 2 + 1 (尤 2 + l) 2 


由恆等武 


2/ + 2太 + 13 = A ( x 2 + I) 2 + (Bx + C )( x 2 + 1)0 — 2) + (Dr + E)(x - 2) 
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得 


因此 

所以 


zi + B = 0， 

— 2 B + C — 0, 

< 2 A + B 一 2 C + Z ? ^ 2 ? 

~2 B + C — 2 Z ) + 五= 2， 
w A — 2 C — 2 E ^ 13* 

^4 = 1 ， B = — 1 ， C —2， Z ? = —3，£ == —4. 

2 x 2 + 2 y + 13 — 1 _ x + 2 一 3a: + 4 

(x — 2)( 尤 2 + 1〉 2 x 一 2 X 2 'h 1 C ^ 2 + l ) 2 


§5. M - B * OcTporpa^eKHii 方法 


定理 （ OcTporpaACKHS ). 任一眞分式 P ^/ QCx ) 的积分可以写为 


[PM 


dx 


PxM > f PiM 
QiM J QzOO 


dx . 


⑴ 


此处为眞分式 ， PiW =- O - a ) 卜 1 •.•(/ + # + 穿产- 1 …， QzM 

QxM QzM 

—Qx 一 a)* ^ *(^ 2 + p 尤 + 彳 ) 

証.当々>1时 




• 睢 * 


QiQz ^ Q. 


(x 一 a )* 


dx 




—1 (: 一 a ) 卜 1 


C . 


( 2 ) 


又当7»>1，4穿一 p 2 >0 时 


Mx + N 


( x 2 + # + q) m 


dx 


M'x + N f 


Cx 2 + px + 



dx 


{ x 2 + pjt : + 疗广 1 


其中 a ， M '， ZV ' 都是常数(見 § 3 末). 


若 w >2， 則 


a 


dx 


M n x -h N ff 


Cx 2 + px + 孕） m—1 (: 2 + p: + 殳）坩 — 2 



dx 


ix 1 + px + qY ^ 2 


等等.最后得到 


Mx ^ N 


(工 2 -h px + q^ m 


dx 


RM 


dx 


( x 2 + 以 + q) m 一 1 


X 2 px + q 


(3 


由 （2)、(3) 及 (4.1) 可知 


隐 ^ 譜 + L ， 


此处譜是 由上法 ，卽 [⑵与⑶] 分 离出来 的眞分式的和 ，故为 眞分式 .而 


p 


2 


Pi (^) = — • • • (^ 2 + px -h * * y 

是 § 3 型 II 与 IV 的眞分式的和，故亦为廛分式，且 
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Qi(^x) = (x 一 + px + 


• 奉 




显然 (？ = QxQi , 明所欲証. 

但如何确定 hOO 与 p 2 M 的系数呢？微分 (1) 式得 


p_ 

Q 


Pi 

Qx 


Pi - QiP [ 
Qi 


PiQ 


Q\ 


Pi_ P 1 Q 2 - PiH-h p 2 q 1 

Qz Q 


此处 


H 


= Q\Qi 
Qx i 


由恆等式 


P = P[Qz— PiH+ P 2 Qv 

可以得出 》 个待定系数的綫性方程組（因恆等双方的次数都为《 — "0,与§ 4 的理由一 
样，可知这方程租的系数行列式非零，故解答是唯一的，也就是說，表达成 U ) 的表示法是 
唯一的. 


例.求 


卜 4 屮 4ar 3 + 16^ 2 + I2r + 8 

J (7+ i) 2 U 2 + l) 2 


dx % 


由 QifQi ~ + 1 )( 欠 2 + 1 )= 欠 3 + %: 

4.r 4 + 4a: 1 4- 16x z 4 - t2r H- 8 


(a : 3 + 欠 2 + r + l ) 2 


工卞 1 及 

2 - 1 - bx 


ax 




欠 3 + A ： 2 + 


x 


1 


dx ^ + 


ex 


f 


x l + X* 


X 


1 


* 


得 


4 欠 4 + 4 欠 3 + 16x 2 4- 12a: + 8 = (2ax + ^)(^ 3 + x 2 + x + 1) — 

一 (ax 2 + 知 + c)C3x 2 + 2x + 1) + (^dx 2 + ex + /)(x 3 + a: 2 + at + 1). 


比較系数后有 


丨 =0， 

— a + = 4, 

- 2b + + / = 4 ， 

a 一 b — + <? + / = 16, 

2a — 2c + e + j ^ 12, 

— c+/=8 ， 

所以 


a 


—1，办 = 1 ， e = — 4 3 J = 0, = 3, / » 3. 


因此 


4 尤 4 + 4j: 3 + 16x 2 + 12x + 8 

(x + i) 2 (a ： 2 + iy ~ 


dx 


x _ x 


AT 3 H- X* 


Li _ + 3 f _^ 

丈 + 1 J X 2 + 1 


x 2 一 ^ H- 4 


+ x 2 


x 


1 


3tgM x-h C % 


習題 1 .求 l ? oT ?7 - 

習題 2 .求 — # 
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習題 3. 求 


(dx 

J ImT* 


習題 4. 求 


2 x 


— 4x^ + 24x 2 一 40at + 20 
— l)(r 2 一 2x + 2) 3 


dx 




習題 5. 汆 


欠 5 + 欠 4 + 2x s + 3x 2 + 3x + 3 


(X + 1) 2 U 2 + A ： + l) 3 


d ^. 


§6. 某些含有根式的函数的积分 


A ) 形如的积分，此 处心』 是 w 的有理爾数，也卽憾表 
成两个以 x ，： v 为变量的实系数多項式的商， m 为自然数， O m 


命 


+ j 3 
yx + 3 


的 ) = s i m ^ 

a 一 yt 


則积分变为 


尺 （9(0, t ) q > f ii ) dt m 


这是有理面数的积分了, 


例1 


1 + 2 


命 



+ I) 2 — X 

欠+ 1，于是 


dx 




E ± l ±^^. . dx = 2 [ L±I 

(x + I) 2 — a/: + 1 J t l — I 


dt 


2 

— 1 


dt 


log 


(t — 1) : 


I 

p 

T 


2 —i + 1 

—7 =tg — —- 

\ 3 y 3 


log 


(V^ + l — l) 


例 2. 


J 4 /(T 


V x 


1 + 2 


mm 

VT 


琯一 1 



+ 1 



C. 


dx 


1) 2 U — 1) 


由 


dx 


^ Cx + 1) 2 ( a : — 1) 


r 5 / a ： +1 dx 

J S X — 1 x + l’ 


命 

因此 


I + 1 


，則尤 


ptl ， 厶这 二 ㉟ L . 

3 -i C ? 一 l) 2 



_ dx _ 

(X + 1) 2 (^- 1) 


It^t = K 


r t 


dt 


log i-t±±l\ + vTtg 

C ^- l ) 2 


2^ + 1 



log 


\/(x 1 ) 2 + x 2 — 1 + \/(x — 1 ) 


(V^AT +1 — X — l) 


2 


+ ^ 


2 y / y + 1 + \J x — 1 

a / 3 * n /^ — 1 



+ C 
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B ) 二項式 + bx ^ P 的积分， a， 办是常数， m， 打， p 是有 理数. 
命 x n = 則得 


此处 


J x m (^a + bx n> ) p dx 



(/* + bz) p z q ds y 


<1 



— 1. 


命 sr — tv ， 就变为形如 

b 


j (1 4- u/) p w q duf 

的积分了.如果 P 是整数，而7的分母是/，命似= V ，我們的积分 就是〃 的有理函数的 
积分了.又 如果令 是整数，而 P 的分母是/，則命1 +故《 也把上式化为"的有理函 
数的积分. 


如果 P + g 是整数，而 P 的分母是 Z， 命 





> 


也把上式化为£的有理面数的积分. 

总結起来，若数 P，i±±， tl ±±^ p 中有一个是整数，則二項式 x^(a +如，的 

n n 

积分可以化为有理函数的积分.除此之外的情況， ii.4eObuues 已經 証明我們无法 


找出初等函数的表达式来, 


例土 


Vi +"^7 

^/lc 


dx m 


由于 


3 / 4 

Vi + v 



x 


f ，全 (1 + x^dx 9 


在此 


2 


—， P = 一 . 因为 
4 3 


+ 1 


2 


n 


是整数，所以可以化为有理函数的积分. 


命 《=^1 + 々 f ，則欠成 （y — I) 4 , dx ^ — iydt m 


因此 


VrT^r 



dx ^ 12 \ (^ t 6 一 t^dt 


2 

7 


x 


(1 


3 

7 


— 7) + c 


^ T )^ lT ^ T (4^7-3) + C 


■ 
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例 4. 



dx 


+ x 


在这里 ， w =* 0, f ! 4 ， p -- • 因力 

4 


1 


+ P 




0, 


n 


所以可以化为有理函数的积分% 


命 


v 7 ! + 


x 


則 ； C = (# 4 — dx =■ 一 — 1)— 5/4 心 


X 


因此 


dx 




^1 + 




f t 2 dt 

JT^T 


4 


J(tTT^7 


dt 


— If 心 

2 J i 2 + 1 


4 


log 


g *4* 1 


2 


t^r l t + c 


: S3 


= — log 
4 


V 7 1 + a ： 4 + 


X 


+ AT 4 — X 


— 7 ts _ 


,Ai 


X 


C . 


X 


倒 5. 


dx 




■3 


+ V 


在这里 




n ^ 5 y p 


3 


. 因为 


m 


1 


0 


n 


所以可以化为有理面数的积分. 


命 


^ 1 + r 5 ， 則； I ： =(〆 一 i) 1/5 , dx = — t\t z — 1 y^^dt * 

5 


因此 


dx 




+ X' 


3 

5 


10 


log 


f tdt 

J — l 


(，一 i ) 2 

t + l 


5 



t — 1 


1 


VT f 2^| 


1 


dt 



C 


10 


log 


1 + jc 5 — l) 3 


^/(l + 尤 5 ) 2 + n/ 1 + 


-/? 一 1 + / + 1 


5 


tg 



3 


習題 1* 命 


試証 


幷以此証明 


Jp. 




Jp t q — ( (1 + zy ^ dm ， 

Jp+u^ ^ J f»4+l 

(1 4 - rr) ?+1 s 4+1 = (? + + (<7 + 

— (i +#+!£!!! + c ^- D ; 


P 


P 


C . 
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r 冷 


習題 2. 


習題 3. 


h 


*4 f 


(1 + g w +1 _ P 4 - q + 2 


穿 +1 


彳 + 1 


J fM+l 


(q % — 


命 ce ， 3， y ， d 表实数且— jBy # 0，試将习題 l 的公式推广到积分 

Jp t q 辞 | (« 十 ^s) p (^y H- 8z) q dz t 

命;》是一整数，求 

H m - ( £ L .. dx % 

J V1 — 欠 2 


§ 7. 求积分似 2 +知 + £ 0办 


先配卒方，得 


ax 2 + bx c 


x 



2 b % 

/* ■ 1 I !■■ 

4^ 


因此我們不妨假定所要討論的情況是 6 = 0. 


再換变数 





y » 


^sf y 2 +"l 


ax 2 + r == \ a /T^ V y 2 一 1 


s v i^i v y - 


y 2 


若 > 0, c > 0, 
若 > 0 ， c < 0 9 
若 a < 0, c > 0 # 


第四种情现 a < 0 , c< 0 在实数范围內是不存在的. 


当 a > 0， e > 0,命 


y -則V1 + y 2 - 因而所求的积分变为 f 的有理面数的积分. 

1 — r 1 — r 


当 a >0，e <0, 命 y 

" t 2 ， 則得 A / y T :l -也化为求有理函数的 

1 一 r 1 一 r 

积分問題. 

又当0<0, <? >0，命欠《*4^ :：1 4,則 a/i — y 2 ** 一 也化为氽有理面数的 

1 + r 1 + r 


积分問題. 


这三种情況，我俩也可以各以 y M tgdy y ™ sec0 及 y = sinO 代入而化为三角函数 
的积分. 



X + ^y/ x 1 dt a 1 

' 

• ^ 

a arcsin - h C 

a 



(見 § 1乂 
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例 2. 


dx 


V a 


log 


ax 


— — + -y/ a(^ax 2 4 - bx + 


C , 若 a > 0 


^\Jax^ bx 七 c 


vw 


arc sm — 2 打 + b_ + (， 若沒 <0 5 b l 一 4 这 c > 0. 




4ac 


先凑卒方，爯由例 1 可得此二式. 


例 3. 


dx 


dx 


dx 


x ^ Jax 2 +— 亙 ’ J r 2 v ^ 2 ; 3’ J (灯 2 + ^) m 


都可以用簡单替換 r 


t 


化为 已知的 积分, 


例 4. 


dx 


X 


+ x 2 _ ar + 1 


命 


V ? 


x 


1 ， fifj x 


,2 


1 


^ dx — 2 




( 2t 




V 


dt 1 因此 


dx 


X 




x + 1 


( 2t — l ) 2 


dt 


3 

2 It 


1 


2 log I ^ I 


3 3 

- log |2 右一 1| + C ^ 一 一 - - - 

2 2 2 尤 + 2^/x^ 


x 


1 — 


2 log 


x 


V ^ 2 


X 


1 


— log I 2 a: 4- 2-sJ x 2 一 x Hr 1 一 1 { 十 


2 


習題 1. 命 y = /灯 2 + 知 + <? 及 

f x m dx 

叫 ] T 


0, 1，2, 


試証 


r v = ⑽匕 +1 - — 了 ) 抓 - + u " 1>F ― 


幷由此証明 


m 


Pm-l00y + 久 Jo, 


此处 p m ^\ C ^) 是怎的 m _ 1次多項式， A m 是常数, 


n 


这习題建議了以下的求积分方 法:命 POO 表 n 次多項式I]〜，，由上式可知 


PO ) 

V 


n 


dx a v Vif — 0OOy 十又 7 0 , 


0 


此处 0(#) 是一个« 
微分此式立得 


次多項式，X是常数. 


P(^) = Q\x)(^ax 2 + 知 + er) + — Q(jc)(^2ax + 4• 又 . 

2 


我們可以用比較系数法来求出 0 O ) 及又. 


26 ? 




習題 2. 試用此法証明 


欠+ 1 


_ z dx 一 ( 2x 2 — 5尤 + 1) ^/尤 2 + 2尤 + 2 

V 尤 2 + 2尤 + 2 6 


— log Cjc 十 1 + *\/ x 2 + 2 龙 + 2) 4* C7. 
2 


習題 3. 在积分 


dx 


中換变数 


X 


— a) m V 0欠 2 bx c 

使它化为习題1的形武. 


(jn ^ 1) 


習題 4. 証明 

dx 


x 2 一 2x 一 1 


(x — I) 3 V? — 2 尤 一 1 4( 尤 一 1) 


4 V 2* 


shr 1 ^丄 


X 


1 




§8. Abel 积分 


考虑形如 

( JR (*， y ) d ^ CD 

的积分，其中 K <>， y ) 是 a y 的有理函数，而$与7之間滿足代数 方程： 

PO , y ) = 0. (2) 

这样的积分称为 Abel 积分，我們已經硏究过的就有 

(^yx + S")y m —— ijxx + 3) = 0 
及 

y 2 一 (,ax 2 + + c ) = 0. 

二特例，积分 (1) 能否表为.巳知面数，主要是以曲綫 (2) 的性眞为轉移.除掉+分特殊的情 
现以外， （1) 是不能用本书以往所說的面数表出来的. 

如果曲綫 (2) 有参变数的有理函数表达法 

r = riO )， y := r z ii) f (3) 

則 

J R(,x, y)dx == ( i?(ri(0, r 2 Ct))r\(t)dt 
就是於 的有理爾数的积分. 

有理式 (3) 表达的曲綫是一 •种 +分特殊的曲綫，称为有理曲綫.本书中不能說明有理 
曲綫的条件，但仅准备指出 

y 2 — ax 3 + bx 2 cx -b d 

y 2 — ax 4 - f - bx 1 + cx 2 dx + e 

都不是有理曲綫(如果右边沒有重因子），但任意一条二次曲綫，都是有理的，卽 

ax 2 H - 2bxy + cy 2 + 2dx + 2ey + 2/ = 0 

一定能够表成某一参变数的有理 
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如果曲綫上有一点 （吻， yo )， 卽 

axl + 2£^ 0 y 0 + cyl + 2dx 0 + 2ey 0 + 2f = 0. 

換变数 X f = x — Xq 9 y <=> y —' y Q , 就可把 x 。， y Q 变为原点 3 卽不失普遍性，我們可以假定 
f = 0•命 


則得 



x^Ca + 2bt + d 2 ) + (2d + 2et)x — 0, 


卽我們有参变数表达法 


2d + 2et 


2bt + ct 4 


y — tx % 


例 1. + y 3 一 3axy = 0 是有理曲綫. 


命 y = w ， 則得参变数表示法 


3at 


1 + t 


y 


3at 


2 


t 


例 2. 双紐綫 


(d + y2 y a 2a 2 (x 2 - y 2 ) 


有参变数表示法 


2 t{t z + a 2 ) a 2 ?(^ — a 2 ) 

^ , y = 7 


+ 


例 3. 求积分 


R(^cosdj sin6^)dd 9 


这一积分也是 Abel 积分的 一 个特例，就是 

灭（尤， y ) 尤〜 y ， 


此处 


x 2 + y 2 = 1. 


由参变数表示法 


.2 


X 


1 


2 


y 


2 


我們立刻就把所要求的积分变为有理函数的积分.这种換变数的方法，也就是命 


/ ^ tg — ^ 


的方法，因为 


sbx$ 


2 tg — 8 

1 + tg 2 — 0 
2 


1 一 tg: 


1 + 


， cos 6 


2 


a 


1 + tg 2 丄 0 
2 


t 


例 4. 求 
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sin xdx 


a cos x b sin a: 


, T 





COS xdx 


cos 龙 + b sin x 


我們可以用代換 # = 分別求 Ti 与： r 2 , 但还有更簡单的方法. 

mm 


bT\ + aT% = \ dx = x Ci 


(~ g ^ y ^ bcosx dx ^ [^ cosx + b sin 


** £iT\ '•f* bT 2 ac= i . . 1 1 (tx 

J a cos x ^ b sin x J a cos x + 厶 sinx 


log I a cos x + 厶 sinx 丨 + C Zj 


由此立刻得到 


a 2 + b 2 


[bx 一 a log (acos x b sin:| ] + C 9 


a 


[ax + b log j a cos x + b sinx 1 ] + C\ 


例 5. 求 


dx 


a 


b cos 太 + c sinx 


? 


其中 \ a\ ^ v /厶 2 + J 2 或 ！ a 丨 <Z b 2 c 2 % 


命 


cos a 


b 


€ 


V ? T 7 2 , 


sin a 




€ 


2 


，則 


dx 


a b cos x + c sin 龙 




dx 


a + V + c 2 cos(^x 一 a) 


若丨 > V ^ 2 十 c 2 ， 則先命 ; r — a = f ， 然后命屯丄 = jsr ， 則 

2 


dx 




dt 


a + V 厶 2 + ^ 2 cos(x 一 a ) 


a 


V ?- i - 


€ COSt 


2dz 


u + V^ 2 + e 2 )(i 


a 


Jb 2 


c 


2 


a + b 1 ^ c 2 


z 


2 


2 


^ — 


d 


a 


一如 


c 


z 


a 


±JZ 




a 




V 办 2 


C 


c 


十 




z 4 


c 


2 


2 


^\j a 1 — b 2 — c 2 


tg ' 


a /a — 

Ja + V ^ 2 十 c 2 


c 2 x — a , - 
tg - h C 


2 


若 Ul < 初七 A 作同样变換可知 


272 , 



dx 


a 4 - ^b 2 + c 2 cos (^x 一 a 


2 


di ? 


(V^ 2 + c 2 + a) — ( V 厶 2 + c 2 — a ) 之 2 


b 2 -V c 1 — a 2 


log 


Jv^ 


+ € 


2 


a 


V V 厶 2 


+ c 2 —— a 


x — a 
2 


V 7? 


十 c 2 + “ 


習題 1. 求积分 


J 々 + C 2 一 ^ Ter X - - 3 


2 


C 


■ 


ydx % 


其中 y 的定义如例 i . 
習題 2* 求积分 


dx 

y 


此处 y 的定义如例 2 # 
習題3•命 




sin v xcos^xdx 9 


試証明 


sin v+1 xcos /4+1 ar , v + ju + 2 


M 




1 


1 


a+2 


与 —1)， 


sin v+1 xcos 户十 1 x * y + ft + 2 


V*M 


V + 1 


V + 1 


v+2* 


M (”专 一 1)， 




sin — kcos^x , ft — 1 


v + ft 


V ~T fX 




iv + fi ^ 0 ) 


sin 


l xcos^ l x , V — 1 


f* 


V 十 ft 


V 十 /! 




暂題 4. 用习題 3 求 


{ dx fcos 4 ^ , 
- « 1 - dx m 

cos 5 jc Jsin 3 x 


習題 i 求积分 


1 一 r cosx 
1 — r cos x 


2 


dx. 


§ 9. 一些不能用已知函数表达的积分 

和微分学不同，要求出一个函数的原函数是比較困难的.不但困滩，有时还不可能用 
有限步騾来表示我們已經知道的一些函数. 

最常遇到的有以下一些. 


\ sinx 2 dxy \ cos x 2 dx 、 
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sin x 办 
x 

■ 印. .■一 



COSX 


dx 



dx 
log 


9 


jVl — ^sin 2 <p dtp t 


(_ d(p 

J (1 + 々 sin 2 <p ) \/1 — ^ 2 sin 2 9> 

如果遇到这样的积分，不要枉費心机地去寻找用我們現在所知道的面数来表达他們， 
但是这幷不是說，我們不能用无穷形式来表达. 

例如，我們常有 


又如 


AiVAvV 

寺券 



dx 蠢 C 


CO 


+ S 



(一 

n\(j2n + 1) # 


sm 


x 2 dx 


fS(-D 

^ «* = n 


.4n 十 2 


co 


{2n + 1 )： 


^= s 


(一 1) 




1 {2n + l)t(4» + 3) 


C 9 


§10. 微分方程.分离变量法 


巳往我們所硏究的問題，实际上就是求 X 的函数 y ，使 

y = fOO . 

更一般的問題就是氽尤的函数 y ， 使 

FC^y y ? y) 0, 

这称为一級微分方程.如果可以解出 〆 ，則得 


y ~ y )， 

其中 Kx ， y ) 是 r 与 y 的巳知函数. 

我們現在介紹几个簡单情況. 


如果 


則微分方程可以写成为 
因而得出 



yOO 

< Ky ) ’ 


4^(y)dy «• <p{x)dx 9 



^y)dy •= j (p{x)dx + C, 


例 1. 假定某物眞原来的貭量是〃，在时刻£ 到# +心 这时間 內起反应的物貭的量 
dx 可以算 作与心 及在时刻£尙未起反应的物貭量的积成正 比例： 

dx = c^a 一 x")dt y 

卽 
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因而得出 


log (a — + Ci 


卽 


•ct 娜 C\ 


Ce^ ct y C 




如果 Z = 0 就是幵始起反应的时刻，卽当# « 0时 ， x » 0,則得出 


所以我們的公式就是 


C , 


x 


a(l — <?—")• 


例 2. 設一种溶液中有两种物貭， 在反应 开始时，两神物貭的量，各用克分芊1办来 
表达.再設在时刻 《时， 两种物貭巳起反应的量相等，記之为；》：，于是剩余的董备是 
a — x，b — x . 如果反应速率与这些剩佘的量的乘积成 IE 比，卽 


dx 

It 


々 (tf — jc)(^ — A：), 


这种化学反应称为二級反应.方程可以改写为 


dx 


卽 


(tf — x^}(^b 一 X s ) 


dx 


\dt 


a — at )( 厶 一 x ") 


\dt + 


如果 6> a ， 則得 


b 


b —* x 


x 


lo g ^= l £ =, 


kt 


a — x 


Ce ( 卜 tf ) 々％ C =* ^(6—«)Ci 


又如果取刚起反应的时刻是 f = 0,則 : t = G ， 因而得 C = 6/ a ， 卽 


b — x = A e 




X 


諌者試自己硏究办 


的情況. 


例 3. 設一桶中盛水，在距水面 A 的地方，水从一个直径为1时 
( !_呎=乜吋）的小孔射出.若无摩擦等原因，則水从孔中流出的速 

度，等于自由落体下落 々距离 所产生的速度，卽 a /@， 但实际速度要小 


—些，約为 

v = 0*6 々 2 gk — 4.8 吸 / 秒 

故在山时間內流出的水量是山乘孔的面积，卽 

o . 


h 



图 165 


設这个桶的橫截面为16平方呎，髙为6呎，又設在心时間內失去的髙度为必，故有 


16 dh 


"( i ) 


2 


vdt 


24 


J4.8 sfhdt. 
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分离变数得 


dt 


611 


dk 



t 


1222 + c . 


h 


当右 = 0 时，厶 = 6,故 


C = 1222 V ^. 


故当 A = 0 时 


t 




1222 V ^6 秒 =49.9 分鈍. 


因而約 50 分鉀流完. 


§ 11•換变数法 


有些方程虽然不是§ 10的形式，但經过变換之后就变为§ 10的形式, 


齐次方程.解方程 


• ■參 鲁 


由 y 


XU 


引进新変量，則 


由此得 


因而得出 


由此可解得 


从而 






y 


/ 


XU 


9 


U + XU /(«), 


dx 


X 


du 


0 


U 一 /(») • 


logx + 


du 




x — Ce 


— J ^iC«) 


du 


此处 


C ^ e Cl 9 ^ 


-fM 


代回原来的 y ， 則得 


x 


C 0 



的形式. 


例 1. 求曲綫，使^軸上点与这曲綫的切綫距离，等于这点到原点的距离 


切綫的方程是 


Y 一 y = y\X 一 


此处（ X ， Y ) 是切綫上的动点的坐标，这切綫与 X 軸的交点是 


y 


y 


'， o ; 
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另一方面，切点与这交点的距离的平方是 





— (y ~ 0)2 - 




由条件可知 

卽得 



这就是齐次方程. 

命 y =似，則得 


卽 


dx 1 — u 2 j — n 

■■ 一 — ■_ ■■■ 1 — _琴 (tu U • 

x u u z 


dx 

x 


—( 士 — 



du = 0 


所以 


log x — log« + log (« 2 + l) — log £7, 

x ( u 2 + 1) = c 
u 


代回原来的变量得 


x 2 + y 2 — Cy = 0, 


这是在原点与 x 軸相切的圊. 

在变化方程时，我們曾經以 （《 + « 3 )除等式两边，这可能失去一个解《 = 0,也就是 
y = 0,代进原方程中这确是一个解，但这个解可以說是对应于 C-co 的解 • 

以下我們介紹一些可变为齐次方程的例子，例如 



dx 


ax ^ by + c 


a\X 




m 


若直綫似 + 办 y + c = 0 与 a〆 + hy + q = 0 有公共交点 （ a ，)3)， 則由代換 


x 


得 


汔 + a，y = a + 芦 

+ brj 


drj 


+ b\ 7 ] 


此为 drf ) 的齐次:方程. 

若直綫 ax 十办 y 


0与“1尤+办 iy + (1 = 0平行而不重合，此时+厶 iy + q 


=^{ax + Ay + ^ 2)(^2 ^ 由代換 “x + = jet 得 


dy 

dx 


;? 十 c 


々 O + c 2 ) 


a 与 6 中至少有一个非零.不妨假定$与0,則 
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Cs 一 ax ) 9 


故 


dy 

dx 


b 


(dz 
\dx 


因此 


dz 

dx 


bf 


+ <2) 


所以可以由分离变数求解. 


若直綫+ by 十= 0与 aa : +九 y + (：i = 0重合，則方程化为簡单形状 


dy 

dx 


fUX 


12. 积分因子法 


微分方程 


孤 y ))=|& + 备—。 


显然有一解 


/(^ y ) = c 9 


( i ) 


如果一个微分方程 


M (尤， y^)dx + 2 V ( x , y^)dy = 0, 


( 2 ) 


其中 M (: r ， y ) 及 N ( x y y ) 恰好是一个函数 fix , y ) 对 < 及 > 的偏微分，則这个方程 
显然有解 (1). 称这神方程为全微分方程(或恰当方程). 

显然可分离变数的微分方程都是全微分方程. 


定理1.若 | 


dN 

T 


存在且連績，則方程 (2) 力全微分方程的充要条件是 


dM dN 

_ _■ _ --- 

dy dx. 


旌. 1) 若方程是全微分方程 ，則有 F ( x ， y ) 使办十 


另一方面， 


dF{x, y) ， dF ^yJ. dx + 殳今， y ) 办， 

dx dy 


故 





dM 

dy 




d z F _ d 2 F _ dN 
dydx dxdy dx 


2) 若 


dN = dM 
dx dy 


，命 


FiO , y ) 




j M (:， y ) dx 9 
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則 


机 0， y ) 

dx 


w ( 尤， y )， 


dxdy 


d 2 F x <jx, y) 
dy dx 


dM = dN 
dy dx 


卽 


各 U ,， y ) — 迅 ㈣ ) 


dx \ 


dy 


0 


嘐 


因此 iv 


$ 仅为 y 的函数，命之为<?(少），卽 

dy 

尤， y) — *™ <p(rX 

dy 


取 


F ( 尤， y) = y) + 1 <p(y)iy. 


則 


3 尹 ( y ’ y)_ =； i + ^>(y) aw iV(Jlf ， y )， 

dy dy 


而 


M(x^ y) 


a JFiCa:, y) ** ( FiU，y) 


dx 


dx 


+ 


j <p(.y)dy^j »= F(jf,y) 


因此 


dFQx 9 y) = MCx 9 y)dx 十 /V(x ， y)dy ， 


故方程 (2) 为全微分方程. 


例 L (3 太 2 + 6xy i )dx + (6r 2 y + Ay^dy 0. 


由于 


d(j3x 2 + 6xy 2 ) 
dy 


晚办+ . 分 3 ) 

dx 


=3 


12xy 9 


故为全微分方程.用定理 1 的記号 


Fi ( x , y ) 






6xy z )dx — .r 3 H- 3x 2 y z 9 


9>Cy) = 6x 2 y -+- 4y 3 


dFy 

dy 


4 y 、 


q>{y)dy y\ 


故解答为 W + 3.t 2 y 2 + y 4 = C 


■ 


例 2, (sec x tg x tgy — e x ^)dx + (sec x sec 2 y)dy = 0 ( 


由于 


d(sec xtgx tgy 

dy 


X 


d sec x sec 2 y 
dx 


sec xtgx sec y 9 


故为全微分方程.其解答为 


sec x tgy — e x = C m 



有时，方程 (1) 不是全微分方程，如果有这样的函数 y ) 使 


df_ 

dx 


= 户 O , yX 尤， y )， 


dl 

dy 


=fiO, y)N{x ， y). 


則方程 (2) 也有 （1) 为其解.这样的函数 y ) 称为积分因子. 

如果 (2) 有解,則显然有积分因子.从理論上說，如果方程 (2) 是可以由初等函数解出 
的，我們一定可以找到一个合适的积分因子，来用积分因子法解 0 TE . 但实际上，求积分 

因子幷不容易， 


由定理1及积分因子的定义可知 

aC / xM ) __ dOAp 

dy dx 


或 

以戶除之得 



N dlogfi dM 

dx dy dy 


dN 


⑶ 


(4) 


故积分因子滿足 (3) 或 (4). 

解 (3) 或 C 4) 幷不容易（虽然我們只要求出一个特解卽可).但特別当# = 0时，則 

dy 


dM _ dN 
dlogfz _ dy dx 
~^c N 


(5) 


由此可知， （5) 式右端仅为力的函数是存在仅依賴于 a : 的积分因子的充要条件.倘 (5) 式 
右端为仅依賴于 r 的函数，則 


dM _ dN 

log 芦 = f- ^ y — Qx dx 

J N 


例 3. 


2xy + x 2 y ^ ) dx + (^ 2 + y 2 )^y — 0 m 

3 


由于 


因此 


dM dN 


dy 


dx _ 2a: + x 2 + y 2 一 2x 




N 


+ y 2 


dlog fX 
dx 


1， 


方程 




e x ( 2xy Hh x 2 y H — —J dx + e x (_x 2 4 - y^dy = 0 


( 6 ) 
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是全微分方程，其解为 





* 


如果方程 (2) 有积分因子 y ), 1 其通解是/(太， y ) ^ C ， 則户 ( at ， y )( pQ ^ x , y ')') 显 
然都是积分因子.在实际求解时，有时将微分方程分成两組，每一組都很容易求出积分因 
子，然后写各积分因子的普遍形式.最后求出一个共同的积分因子来. 

例 4. (尤 一 y^dx + 2xydy = 0. 

把方程分成两袓 

(^xdx^ H- ( 一 y 2 dx 4 - 2xydy) = 0. 

第一个括弧的积分因子是化= ( POO , 第二个括弧有积分因子其通解为 

xy 

y 2 _ r 


故其积分因子的一般表达式为 


^2 



現在只要选取0，使内仅为 X 的函数卽可.因此取 0 CO = t , 故得原来方程的积分因子 


k_ 


方程 


dx 丄 2xydy 一 y 2 dx 


0 


为全微分方程，其解为 


log 




例 5 . —— = — + 

dx x 2 


2y_ 




命 


則 


2 . 2c 

— | 国 — 


或 


由此得出 


c 2 — 3( + 2 = 0 

1是一个解，因此原方程有一个特解 


* 




用变換 


y 


+ 


w 
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代入方程后得 


故 

因此方程的解为 


dW 




dx 




1， 


W x + C m 
yx(^x + C) ^ 2x + C m 


13. 一阶綫性方程 


形状为 


aoM ^L + an _ lM ^L 

dx n dx n — 




aaOOy 由 0( 尤） 


的微分方程，称之为#阶綫性方程, 
我們現在来解一阶綫性方程 


y + P(x)y + QC^) = 0 # 


先硏究方程 


/ + POOy *= 0, 


这是一个可分离变量的方程 


+ P(x)dx — 0 ? 

y 


积分得 


logy 


F(jc)dx = log Cy 


卽得 


Ce 


— JfCOrf . 




从这个解答 3 我們可以知道方程 (3) 有一个积分因子 

J Pix)dx 


卽 


3 


及 


^ HxU Xdy + P{x)ydx) 


^(<?^ P ( r )4 X y ) — 0 # 




把这积分因子乘 (2) 可知 


jp{x)dx^^ P(^x)ydx + Q^x^ax') = 0, 
HxUx y') + nx)dX Qix)dx = 0, 


卽得 


J^ y + f e Snx)dX QMdx ^ C, 


卽 




# 


注意 • 在求积分 


⑴ 

⑵ 

⑶ 
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( 4 ) 



时，我們不一定要添上积分常数，因为由 

r(/_ +Cl ) ㈠〆 •吩 g Mdx +c)- 

= e S Pix)dx ^ [ e !nxUx QMdx + ^c) 

可以看出，添 q 是不必要的. 

例 1. 設/ 为电流強度，尺为电路的电阻， L 为自感系数， p 为电压，且 K , L , p 是常 
数，求有自烕的电路中，变动电流的暫态过程. 


我們有关飱式 


卽 

i 公式(4)，由 
反 

得到 



雄 Ri + L 



di 

Tt 






f 8=3 


j Q^ Pdt 


dt 




R 

L 


dt 


JL^ e T 9 



Ct 



f # 


+ c 2 





% 


如果当 f = o 时，， • = /。，則得 c = 一 士，所以 

R 




R 


_ 


因为 £ 增加时，很快趋于零，所以电流強度可以由 Elm 定律 i _ _ | 来計算. 

R 

* 

当^ 0时，就得到断幵电路时，电流消失的公式 

i = i Q e ^ 9 

其中 A 称为电路的时間常数. 

7? 

例 2. 考虑电压是正弦函数的情形，卽 "- A sin 用与上例相同的方法，得到 


C 


T 


j e Mu ^nuitdt j 


c 


L 


eL 


RL 


L 2 + R 


sm wt 


a)L 


2 


L 2 + R 


cos iot 


假定幵始时的 电流強 度等于 k 卽当£ = 0时 z = 則得 
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C 一 


A ( oL 2 

T o > 2 L 2 + 


因此得出公式 


wLA 


Rt/L 


< o 2 L 


RA . 

- - sm o)t 一 —— 

<o 2 L 2 + R 2 ro 2 


ioLA 


十尺 2 


cos a)# 


toLA 


^ io 2 L 2 + R 2 / e 


'Rt/L 


A sin (^wt 一 d) 9 


此处 


tg 


<oL 


_ 


当？ 較大时，很快趋近于零，所以电流強度亦由一个正弦量来表示，且頻率与 
v 相同， 

例 3. 当电路断幵时，有火花发生，这时电阻 i ? 不能看作常量，对断路的一刹那間 T 
来說，电阻由 私增 加到十 CX ?. 这时我們可以設尺依賴于 时間/ 的关系是 


Ro 




因此得到微分方程 


di 


RoT 


dt L (t 一 z ) 


命 

則 


r 尤， 


di_ 

dx 


RcT 


vX 


L(1 -x) 


用公式 (4)， 由于 


Pdx 




RoT 


RoT 


77 : - r- dx = — —^-log (1 — a：) 4 - Ci, 

L^l — x) L 


故得 


i — (1 一 r ) 




vX 


j (l 一 x ) 


山：十 C # 


当 一 与 r 时 

尺 0 


i — --- (1 — x ^) + (7(1 一《) 乙. 

— L 


V 


当 




0时，纟= 故 


vx 


R 0 T 


故得 


^ T (1 1) +1 卜 (1 一 0 丁. 


vT 
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同样的方法可以求出当 I r 时 

Rq 




(1 _ JIT) 


心一 — log (1 — x ) 

乙 


■ 


現在介紹可以化为一阶綫性方程的 Bernoulli 方程: 


dy 

dx 


P(r)y = Q(,^y n » 0 ， 1_ 


用 ，除之 ，得 


y 


dy 

dx 


pov 


. rt+l 


0 W - 


命 


_ — 

sr = y > 


則得 


dz 

dx 


+ ( — n 4 - l^P(,x)z = C — n + 1)P00. 


这样一来，就化为綫性方程了 


例 4- 


dy 

■W __ 

dx 


xy 


* y\ 


命 


^2 

y ， 


則得 


1 du 

2 dx 


争 


此为綫性方程，解之得 


(2 太十 <:)• 


将《換为广 2 ,卽得原方程的解. 


例 5. 丘 

dx 


4 


y 


V y * 


命 jet 9 則得 


dit 

lx 


X 

2 


故得 


； 


2 



Sx dx ^ 


2 


dx + C 



log X + C ). 


将 2 換为，卽得原方程的解. 
下面我們介紹 Riccati 方程: 


dy 

dx 


PM + + RMy\ 


( 5 ) 


( 6 ) 


这类方程一般不能用求积法以求出它的解，但如果知道沱的任何一个特解,就可以把它化 
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VS Bernoulli 方程， 

若 yM 是 CO 的特解，作变換 

y W ** yiOO + 2：00， 

則得 

+ ~r~ _ p + £>(^1 + z) + 4- zy 

dx dx 

= F 十 Qy x + Ry\ 十 pZ + 2>\ZK 十 RZ 2 9 

(p + 2y x R)Z + RZ\ 
dx 

此为’ Bernoulli 方程. 

再用代換 2 ~ 丄，卽化为沙的一阶綫性方程. 

w 


§14. 二阶綫性方程 


解二阶綫性 方程： 

鉍 OOy" + 方) y’ + w (^ c)y — o # (!) 

比起解一阶綫性方程来要难得多 • 在应用数学中不少特殊函数都是篥一二阶綫性徼分方 
程的解，例如 

尤 （1 一 r ) y , + (e — （tf + 6 + l ) x ) 〆 一 aby — 0 (超越几何函数）， 

y" + + 丄 一 -i- ^r 2 ) y — 0 (Weber 函数)， 

\ 2 4 / 

+ xy 4* {x z 一 n z )y = 0 (Bessel 面数）， 

(1 一 办 " 一 2xy + (n{n + 1) — 了 〆… y — 0 (Legendre 面 数)， 

、 1 — 

y" + (a + (6 《 cos2;c))y = 0 (Mathieu 函 f 数）， 


y 


，，+ (± 
»1 



njn + l),r h 

3 

4 JJ (.x — a r ) 

r I 


y = 0 (Lam6 liT 数 ). 


这些函数性貭的討論都成为专門著作，本书将择要介紹一 、二. 因此，幷无希望可以有一 


个象解一阶綫性方程那样的办法.本章中仅举些最簡单的与二級方程有关的結粜. 
1) 如果微分算子 


邮好可以分解为 
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uijx ') 


dx 2 




_£ 

dx 


+ w ( jc ^ 



( 2 ) 




卽 


p 


d 


dx 




r 


d 


dx 


^ y 


P 


d 


dx 


a 



r 


dy 

dx 






亦卽 


会 + & + …手 

dx 、 dx 


dr "\ dy 
dx 


P^ + qs ) y, 
dx 


pr = u, qr + -h p 


dr 

dx 


cs p 


ds 

dx 


qs = w m 


在这样的情況下，解方程 (1) 就等于解两个一阶 方程： 

P qz = 0 9 r + sy = s ^ 


dx 


dx 


(3) 


(4) 






前一式的解是 


z 


Ae 


"J q/pdX 


9 


因而求解 




dx 


这是一个一阶方程了. 


例1.解 


由 

可假定 

如果 

則得 


X 2 + x 一 2)〆’ + (x 2 一 x")y 一 ( 6 x 2 4- 7x)y » 0 # 


pr = at 2 H™ x 一 2 
p = ^ + 2 , r x 一 1 


■ 


<1 


Ex + F ， s = E*x + F\ 


E + F/^l 
E + F + 2E f + F' 
F — 2F' = 2 


2 




EE ， - 6 

E'F + EF f -b E 9 =- 一 7 
FF f + 2, = 0 ， 


> 


汆出 E ^3, E ' 


;F = 4, 圹 =1. 因此原方程是 


(■r + 2)-~— + 3ar 4- 4^ (^x — 1) -j- - (2a: 一 1) ] y *=• 0 




方程 


(at + 2) - -h* (^3x + 4)jaf a 0 

dx 


的解是 A ^ x^r 2) 2 广 3 % 而 


(at — 1) ^ - — (2x — l)y = A(x 4 - 2) 2 e^ lx 

dx 


的解是 


y 


sai 


(尤 一 1)<? 2 尤 \ b ^ tA 


t + 2 


2 


X 


1 


€ 




dx 


% 


附記. l ) 可以換 变数把 （ l ) 中的 〃 OO 消去. 命7=/^， 则 

' 之 + 2p z + psr ") 十 v(^x^){pz + pz) + wi^x^pz = 0 
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如能取 P 使 


2p 0 u + 印 = 0, 


則 〆 的系数等于 0. 这方程的解是 


P 


e 


—gj vfudx^ 


卽得所求. 


2) 方程祖 (3) 似乎不难解，实則大 不然！ 先由第一式定 p ， r ， 再由 


rq -¥ ps ^ v 一 p 


P ~— h qs ^ w 
dx 


dr 

dx 


解出来.由前式 





P 


dr 

lx 



代入后式得 


P 


ds 

dx 


V 


p 


dr 

dx 


ps S 


w 


* 


这是一个^的 Riccati 方程，幷不簡单.虽无所得，但建立起一个二阶方程与 Riccati 方程 
的关系. 

3) 綫性方程的解也有綫'哇'哇眞，卽如果 y l5 y 2 是解，則 A 妁+ A y 2 也是解.二阶方 
程的解有两个任意常数，因此二阶綫性方程有两个解 yi , y 2 , 使其他的解一定可以表成为 
hy \ + hyu 如果<， y ? 是另两个有这样性貭的解，則有常数 a ，；3, y ， 5使 

y * = ay ! H - ^ y 2 , yf = yy x 4 - dy 2 , 

而 年 0 •命 yjy 2 = s 9 y ?/ y ? = / 則 


S 


/// 


s 


m 


s 




3 is 


V\2 


S 




2 


氺 


这不变量称为 Schwarzian . 
習題.解 


(i) axy 9 (3a + bx^)y H- 3by = 0 m 

(ii) ix 一 1 )( 尤 一 2)y" — (2a: — 3)y f + 2y 
(iH) (2 尤 一 l ) y " — (,Sx — 4)y # + (r — 3)y 




0 

0 


鲁 


■ 


(iv) {x 2 + 3r + 2)y" 


5x2+ J X 


17 


4 ) y + ( 6x l •+ — x + 4 

2 


y 




0. 


(v) (x 2 — l ) y " — （ 3a: + 1)3 / —( 尤 2 — x^)y — 0. 

(vi) x^(^a — 一 2xC2a — bx)y -h 2(3a — — 6a 2 , 


§15. 常系数綫性方程 


从上节中求解方程组 (14_3) 来解二阶微分方程虽然没有多大价值,但对处理常系数方程 
还是+分有用的，卽如果《，〃， w 是常数时，我們假定 # M r ， f 是常数，則 
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pr u 9 qr + ps ~ qs 公 w . 




幷且不失去普遍性，我們假定《 = 1，幷設 P 


，于是問題变为求 


q s ^ v y qs 


的解，卽 J 是方程 


vX 4- 


的解，侖 A ， 〗 2 是其二解，則 


A + e ^ + 

J..2 


dx 


dx 


wy 


_A 

dx 


-又 0 ( 士 


我們現在 分三神情況来 討論： （0 二实根， （ ii ) 重根， （ iii ) 二虛根. 
倒 1. 命 A 与心 是二不相等 的实数 ，解 

- (Aj + A 2 ) ~~ + 又 1 又 2y = /W. 
dx dx 


由 


dx 


又 1 方 = fM 


解得 

rr = e hx 

再由 

d / - X 2 y ： 

- 

dx 

解得 



(f 


^ j ( S)dt 


Air 


(f 


e^%Odt + 


( ix — 


a (ll ~ hU du 




Xix 


JU # 


f ( f)dt 


hx \ ，义 a* 


fQt) dt 


倒 2. 解 


d 2 y 


Af 一 又 2 


dy 


+ ae lix + be H \ 




同法得 


Jl — 


dx 






‘* ( f f ⑽ 


+ (1 


卽得 


dx 


= j e ^ jit^dt 4 - c i9 


v = e Xx \ (r — t ")^ Xt fQt")dt + -h Cie^ Xx m 


制 3. 假定 〆 一 0,求解 


y n + 2 py + qy = fM . 


仍用例 1 来推导，其中 




命 又1 — Aj — 2 \/ p 2 — 


+ \/ p 2 — h 
* A ， 而 




一 77^ 




厂 〆 ， - o sin △(尤 一 t ) f { t)dt 
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因此例 3 的解答是 


y 


厂 〆 ’0 sin A ( at — i ) j ^ i)dt + cie^ px cos^x 4 - cie^ px sin Ar # 


現在我們会解一切的常系数綫性方程了.命 


y in) + 心严 1 》+ 




+ a n -\y 


a«y 


/GO. 


把方程 


X n + w l 


a n ^iX -b a n — 0 


左端的多項式分解为 


(A 一 ai) # “（A — a r )(A 2 一 p! A + ^i)* ••«=()， 
此处内， • • • ， a ,， 外， qi ." 为实数.解方程 (1) 的問題一变而为解方程 


d 


dx 



d 


dx 


ar )(~h 


d2 九手+办 

dx 




y = / W 


的問題，也就变为陆績解出 


dy \ 

dx 


«iyi =* fMj 


dn 

dx 


a 2 y z =* y ly 


孕 ^ — a f y r = y^ u 

dx 


J 2 y,+i 

dx 2 


一 Pi 


^ yr+l + 
dx 


qiVr^i = Vt 


的問題了.而每一步都是我們所确知的. 
習題 1. 解出 


0 ) 

( ii ) 

(iii) 


y 


999 


by " 4 - ay 一 by 




siaa: 


9 


y 


999 


2 y $ + y = o^cotaXy 


d 6 y 

dx b 


. 3 • 1 

y = sia 一 xsm —— x % 

2 2 


習題 2. 方程 


d 2 y 

dx 2 


2a 


dy 

dx 


by = ce px sin ((fx + <x) 


(此处〜彡， q 《 是常数)在动方学上是很重要的，試分各种情況来分析其 解答, 


習題 3. 試解 


及 


x + Ay — /00 
dx 


— + - = eM . 


dx 


2 


dx 


看能不能推广! 
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第十章定积分 




积 


假定 e < a < B , 求在 x a，x 6之間，欠軸与曲綫 

y = K 怎） （ c ) 

之間的面积.为方便起見，我們暫时假定曲綫 （ C ) 在尤軸的上方. 


命 F 0) 表 


之間及尤軸与曲綫 ( C ) 之間的面积， 


命 


M = max f(j )， 

ar< * <x+ajic 


ar< / <jt 尤 


KO , 


考虑面积大小显然有 


m^x ^ F^x 4 - Ax) — FC x ^) ^ MAa :， 


也就是 


^ F(x + Ax) 一 FpQ ^ ^ 

Ax 


⑴ 


( 2 ) 


(20 



假定 / O ) 是連續的，由 （20, 当 Aa :-^0, 可知 f '00 存在，且 
也就是 

FC x， ) ~ j j ( jx)dx + C, 

这个 C 是待定常数. 

在 A ： = q X = b 之間的面积等于 

F ⑻一 FOO. 


我們就記之为 

Cb (5 

F(^) — F(tf) = I j(jx)dx = POO ， 

Ja a 

这称为面数 fO ) 的定积分， a ，6 各称为定积分的下限与上限. 

例如， /(«：)=- 則在（0,幻之間，幷在抛物綫与 < 軸之間的面积等于 



Xt 2 dt = 


Ax 3 

I 

3 


如杲曲綫在 X 軸的下方，这方法所求出的数値是面积的負値;如果有一部分在 r 軸的 
上方 ，一 部分在 x 軸的下方，我們所得出的积分値是在 x 軸上部的面积与 x 軸下部的面积 
的差. 

例如，.在（一 a ， 之間的定积分等于 
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这幷不是說面积等于 0. 因为从0到 a 积分 


a 


而从一 a 到0,积分等于 


x 3 dx — — 
0 4 


f 0 A ： 3 -- 

J—a 


4 


如果要求的是丈軸与曲綫 y = P 之間在 


与 a 間的面积的絕对値，应当是 


2 


如果曲綫是由若干个連續曲綫所組成的，我們也可以算出面积.例如 


則 


/ f 欠 2 ， 0 

/w= U 1 


2 (2 
j{x)dx — I x 2 dx 4- \ x 3 dx 

Ju 


0 < x < 1 ， 
x 2 ， 


( 2 4 — 1 ) 




0 


3 4 


例 1. 求界于抛物綫 


y = ax 2 - bx c 


与 r 軸之間，及距离是 A 的两个枞坐标之間的面积等于 


k _ 

6 


iyi + a + 4y 0 ) 


此处 yi ， y 2 是两端的纵坐标， yc » 是中点的紈坐标. 
命左端的橫坐标是力，面积等于 

xv¥h 


^1 


1_ 

T 4 


4 


« 


(^ax 2 4 - 4 - c^)dx 


((a：i 4- hy 一 xD H~ 一 b CC^i —— W) + d 

2 


— ah(^ix\ 4- 3xik + A 2 ) + — bk{2x\ + A) + ch 

3 2 


c= 


A 

6 


+ A) 2 + + A) + + ax\ 4 - bx\ + c 


4a ( x\ 


A ' 2 
2 


Ab l xi 


h 

2 


Ac 


明所欲証. 


例 2. 氽椭圓面积，椭圓的方程是 


b 


1. 


椭圓的总面积等于第一象限內面积的四倍，卽 


a 【 

5 = 41 ydx = 4b A / 1 


o 



dx 


Aab 


— t 2 dt = 2ab {t-\/1 一 r + sin -1 /) 


nab. 
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例 3 


計算在两条曲綫 


y 




y 


2 


間的面积. 


解这两个方程得交点（0,0)，（1，1)，因为在区間（0,1)上 


由此所求的面积等于 



§2. 定积分的槪念 


現在我們可以把定积分的槪念柚象化.如果 

dx 


我們就定义 

F(^) 一 F(^a) — f f(x)ix 

Ja 

为 fix ) 由 a 到 6 的定积分. 

我們假定 aCb , 幷且假定在 “ 6中添上一批分点 

^ = •• - <[ <L x n = b, 

則由 Lagrange 公式得出 

ft n 

FO) — F(a) = 2 (F(^) — F(^-i)) = 2] (% — 怎广 i )/«)， 

r » i p = i 

这儿 仏〉; 4 > X v ~u 

、我們現在从任意的 fO ) 出发，考虑更一般的和 

n 

办 =1 

这儿&是区間 Uv-b a ) 中的任意一点.我們的問題是当添人任意分点％，使 

A = max — x v —{) — > 0 



时，对任意的< x v ) 是否〜皆有相同的极限存在.如果存在，我們称之为 
fOO 由 a 到办的定积分，或称为 Riemann 定积分，而 fO) 称为 Riemann 可积面数. 

如果 /O) 不是有界的，在和 （1) 中至少有一次沒有意义.因此現在我們所討 論的面 
数常假定它們适合于 

m <C f 00 M， 

卽有有限的上下界. 

命 

== Bd /(丈 ）， — Bd /GO 

心， x v ^<,x<x v 

分別表示 /O) 在区間 [^-1, x v 1 中的确上界与确下界，幷以 

n 

= 2从乂欠"_ X ^D (2) 

if \ 

与 

n 

= S tn w ix p — ^„-i) (3) 


分势】表示上和数与下和数. 

由于和 （2) 恆大于 mO — a)， 和（ 3 )恆小于 MO_ a)， 故对于一切可能的分点 
补<幻< ••• < :^，和 （2) 的确下界与和 （3) 的确上界是存在的，分別記之为广与“. 
定理 L 对于任何 S > 0,皆存在5 > 0,当又= max ( y ， 一 y ^ i ) C <5时 

1 < t/<m 


nt 

队 (> — y 一 l ) 一 

i 


<C 


此处私 = Ky )， y 。 = 0 ， yn = b % 

y ^ i < y < y [f 


証.对于任何 e > 0,存在一种分点 D ( x 09 • • • ， ％)使 


n 


2 M 人 Xp — x — i ) < I 


e 




取 5 滿足 2 知 M< 丄.当分点 ！>Xyo，yi， …， yJ 的相邻分点間最大距离为义，而2 <5 

2 

时， D' 的点所成的小区間 [y,，y /+1 ] 有两种，一种包有I?的点，另一种則不含有 Z) 的点. 
前一种区間最多2«个，其全体記之为心，其佘都是后一种，其全体記之为 J 2 .則 

M # (y/ — y/-i) <1 28 nM <Z — y 


因此 


S 




n 

S,( yi - yi _。< g M 厶一 < 广 + 音- 


M r +( y ,. — y — i ) <7^ + 6； 

j = l 
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另一方面 


m 


2冰 (y/ — y—i) > 广， 


故明所欲証. 

同法可証 

定理 2. 对于 e> 0,皆存在$：> 0,当又 




m 


ax 


(W — 3 V -1) < 5时 


2 5乂 y ， 一 jw ) — 


此处 niu ^ Bd f (y). 

y lf ^ l < y < y p 

由于当 f € [A^， 知]时， 


故 


m ff ^ f( 疔） < M” 
^ *S*»* 


因此 A 有极限的充要条件是 


lim^ = lim5^ 

又 - 又 — o 


命 ov = 队 一 m〃， 称叫为 fO) 在区間 U~i，A] 上的振幅，因此 fOO 可积的充要条 


n 


件又可以写为 lim 叫 (A — 0 = 0. 

% 

我們先看一看哪些函数有此 性貭： 


1) 在閉区間[〃， M 中連續的函数，因为連鑌函数是一致連續的，所以在給了 s > 0 
之后，我們可以找到5使 


时， 

因此得出 
卽得 


| A — Xtr-i | <1 8 

IK: ，） 一； f ( 尤一 i)l < s. 

M(f 一 <i e m 

n 


< e 芝 ]( 心一 x 卜 i) = s ( 厶一 a) m 

卽合所求. 

2) 任何一个有有限个間断点的有界函数是可积的.假定 | fO)l < P . 为了 明确起 
見，我們考虑仅有一个間断点的情况 ， a CcCb . 其他情涴可以同样考虑.在某一次分 
法中小于 C 的最大的分点，命之为大于 C 的最 


小分点命之为 V. 当分点增加，使所有相邻分点的 I 

a 

距离趋于0时， 



a c y 



I ( 办 ’ 一 0/(^01 <( 厶 ' _ “’）p — o . 
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所以幷不影响我們的和，由 a 到 由 〆 到6的求和部分与 1) 的情況 一样. 


3) 任一单調有界函数都是可积的，为明确起見，我 f 彳假定面数 / O ) 是不下降的，就 
是 

/(尤汉-1) /( 尤穸)， 

卽 

M v = K % v )^ m v = K%-i). 

和 (2) 就是 

ft 

0 ^ 之 J [/( A ) — /(^* r - l )] — 

V = 1 

n 

^ 2 (/(A) — /(^i)) max — x v ^i) 

l "二 1广，，《 

^ C/(^) — /(^)) max {x v — 心 -i). 

V — 

卽得所証. 

例 1. 定义函数 


fOO 


0, 


1 




n 


1 


当0 < Y < ―， 

2 

，当1 —丄 ^ A ： ^ 1 

n 


n 丁 


5 


fi 2 J 3 ? 4 ^ 


■ 


这是一个有无数个間断点的单調函数,它的由0到1的积分是 


0 


f Qx ^) dx 



1 + 


n 


1 


dx 


OO 


S 


n 


n ^ + 1 



OO 


1 + 


S 


n — V 7 T 2 ( n ^ l){n - 1) 




3 

4 


倒 2. Dirichlet 函数 



不是可积的 ，原 因是对任一区間皆有 M-m 


若^为有理数 
#尤为无理数 

二1，卽得和 (2) 等于 


n 

2 (^ — x v - i ) = b — a m 

l 


不趋于 0. 


§3. 可积函数的性質 


1) 如果函数在 U ， W 上可积，則 1/0)1 也在这区間上可积. 
对函数 \ fM \ 加以証明，在区間 U ， W 上任何两点/，/'，我們有 

11/(01 - IfOOII < UO 〃） 一 fOOl ， 
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所以函数 1/0)1 在任一区間的振幅不起过 Kd 的振幅叫.因此 


n ft 

1 ^r —1) 

i = 1 * = 1 


后面的和当 A —0 时趋于0,所以第一个和也必定趋于 o, 这就說明了 I/O)I 的可积性. 

2) 如果 / o ) 与 g { x ) 在 U， 幻上可积，則它們的和、差与乘积都是可积的. 

我們仅討論乘积的情形 :假定 1/0)1 < K , UWI 在区間 6] 上任取二 

Mx ，， x ”, 考虑差数 

k ，) k 〆'） 一 /(〆)〆〆）= (K，）一 /(〆))〆〆'）+ {gin - gumx ). 

如果叫， o>i 分別是 fM , 公 O ) 在 [^- i, x v ] 上的振幅，則 

\ Kx t / ') g { x rf ') — Kx ^ g ^ x '") I ^ L ( Dt , + KtOvi 
卽 fOOgOO 在 [^-1, x 0 ] 上的振幅 w 适合于 


卽 


Suy v \ x v 一 x v - y ) ^ LStaX^u — 心 一i) + KSctyXxp 一 iX 


当义 — 0时，后二項都趋于0,所以第一項也趋于 0. 

3) 如果 K*) 在 [«, 旬上是可积的，則在卞的任一部分区間[«， J8] 上也是可积的，又 
如果把[«，幻分割为若干个部分区間，幷且在每一部分区間上 Kx ) 是可积的，那末在区間 
,彡]上， f 00 也是可积的. 


鉦.先作 S ^ Xx , - ^,_i) ,幷假定分点中包括《与0，則在这和中略去一些正項，就 
是 /O) 在 [a, jB] 上的和数.如果第一个和数趋于0,則这个和数也趋于 0. 

假定 [fl，6] 分成为 [ £2, C] 与 U， b\ia < c <6)，取 /(») 在 [tf, b \ 上的和数 SojXxp — 
^- i ). 如果 e 在这些分点中，則所举出的和数是由区間 U，d 与 U， 幻的两个和数所組成 
的，幷且这两个和数都趋于 0. 如果 e 不是分点，这結論仍然正确，因为添上这一分点之 
后，仅改变了一項，且这一項显然趋于 0. 

4) 如果改变可积函数在有限个(数目点上的数値，它的可积性幷不会皲破坏. 


1 

記和数叫 U, — A—i) 受影响的項数不起过々，而每項都趋于0,明所欲証. 

1/»1 


§4. 定积分的基本性質 


巳往我們总是假定了 a < b y 把定积分 

j j(.x)dx 

看成为形如 必 

n 

2 /(芒")(心 一^ r - l ) ^ ^ X f i ) 

v~\ 

的和的 极限. 实貭上，如果 《>匕 我們可以用下面的方法来定义积分.插人分点: 

a =文0 > 吣 > 文 2 > …> ^ >… > 尤”《彡, 


•297 




而积分的和数就是 


n 




y^i kh 梦一 一 l ) 




这样所引出来的积分，比以往的积分仅差一个符号.切实些說，我們有性貭: 


b 


1) fMd ： 


fMdx . 


a 


b 


我們还有 


b 


dx — b 




a 


在式中当 


6 时，可知 


a 

fix)dx — 0. 


a 


現在可以不管次序，我們常有下述性眞. 


b 


a 


fOOdx 


c 


a 


j (^ x)dx 


b 


c 


j(jc)dx % 


鉦. 首先考虑 a < e 6 的情況.面数在区間 U，i] 与 w 上是可积的，因而得 
出以上的等式，又如且在 u, d 上可积，則 


C 


a 


fMdx = j f(jc)dx 4 - f /(ar)ijr. 


移項幷改变积分方向，卽得所要求的关系式. 
3) 显然可以推广为 :若有 一列数 a， 办， 


々，/依任何順序排刻，則 


m 


j{jx)dx = f fix)dx + j(x)dx 




j: Kx)dx. 


4) 积分的綫性关系， 

定理 L 对任意的实数 a，)3 及 /O) 与 gM 是在[〜 6] 上可积的函数，可得 


b 


a 


(af(,x) + ^gM)dx 




b 


fOOdr + I gix)dx. 
a Ja 


証.任意分割区間 [ a，6]， 各作积分和数得 


n 


S ( a KD + J3^(^))(^ 


ft 


n 


5] K ^)(^ 


)+ 3 — A - i ). 


命又 — o, 求极限卽得所求. 
这定理有两个重要 特例: 


b 


af(ix)dx 


、b 


fix') dx 


a 


a 


及 


h 


a 


(/GO ± 5 (尤））心 


b tb 

fix)dx ± 1 sMdx m 

a Ja 


由这两特例显然也能推出定理 1. 


■ 
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5) 正函数的积分取正値. 

定理 2. 如果 fOO , gOr ) 在上是可积的，幷且 fOO [或 fW < gOO ]， 


則当 d 时， 

j j{x)dx < f g(jx) dx j f(x)dx < j gix)dx 


証. 1) 先硏究 fix ) — 0 的情況.由 g { x ) ^ 0 3 可知对 gix ) 的积分和都是 > 0, 
所以得到 

[gMdx > o m 


較难証明的 是:当 jsO ) > o 时, 

用反証法，假如 

于是当 A — 0时 



g(x)dx > 0 


_ 


b 


g(jc)dx = 0 # 


a 


n 




o . 


卽取任意 Si > 0,可使这和数比— 幻小，卽至少有一个 M , 比以小 ，卽在 U ， 幻上可 
以找到一个分区間 U ， M ， 在这区間上客 O ) < s u 


又因为 


卽 


1 gMdx < 

JH 


b 


gipe)dx = 0 , 


a 


f*l 

\ gMdx = 0, 


所以 Ui，M 中有一部分区間 U，&]， 在其上〆均 < e 2 , 这 e 2 < e w 
取一正数列 S A — 0,这样便得出一串区間，前者套有后者，使 

0 < g (*) < s A ， bk . 

所以存在这些区間的一个公共点 G 使 


0 < g { c ) < Bm 9 A = 1，2, 3, … • 
因为以 — 0 3 这是不可能的，故得定現 


2) 把 1) 用到 

j/sW - f ( x))dXy 

卽得定理. 

特別可以推得 

定理 3. 在区間 [ a， 幻上，如有 

1/0) I < 90) < M ， 


則 
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j ^jMdx 


、b 

^ \ q >( x)dx ^： M{b 一 戊）， a ), 
a 


te . 由定理的条件可知 


— M ^ — <p(jc) ^ /GO < 中（尤 ） < M. 


由上定理2得 


— M{b — a^) ^ 一 \ ^pix)dx ^ \ f^oc^dx ^ f <p(^x)dx ^ M (办 一 a), 

Ja Ja Ja 


这就是所要証明的不等式. 
定理3有一个重要的特例 


a 


Kx)dx 卜 j」f 001 办 . 


且仅当 fM 不变号时取等号. 


附記.若/00是1^，上的复値面数 3 又若 /0 O = «00 +心00，此处《00与 
cO ) 都是实値可积函数，則定义 

f(x)dx — j u(j)c)dx + M vQc)dx u 

a J a Ja 


以上不少性貭在此仍对， 例如当 fO ) 与 1/001皆可积时，有 

I Cb 

i ( x^dx 


a 


< \ \fM \ dx 9 

a 


証，引进分点 


a — x Q <Z Xi<Z •••<%#!= 々 • 


命^为 [%，^+ i ] 中的一点，則 


l 


S KcX 〜 +i — Xt!) < 2jI K 匕 )I 夕 +i 


命 max (^ +x 一 A ) — 0,卽明所欲証. 


5. 中値公式及积分基本定理 


定理1 (中値定理).假定 / C 0 是区間 U ， W 上的連續函数.如果函数900在区間 
[ a , W 上不变号且可积，則在[«， W 中有一点6使 

fMqpMdx ^ /( f ) I ( pix ^ dx . 

a Ja 

証.我們不妨假定900 > 0及 d <卜用讲与 m 分別代表 fOO 在 U，W 上的最小 


値与最大値，于是 


/Or) < M. 


可得 


、b 


a 


^p(x)dx ^ j f^x^tp^x^dx ^ M j tp(je)dx m 


因力 fM 是連續函数，所以在 U ， M 上 Kx ) 取 /» 与 m 之間的所有値，当然也取 


/(^) = | fM<pMdx ! | q >( x ) dx m 
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卽得定理 r 但須特則考虑 = 0的情況，在这种情況下，定理显然成立). 重要的 

特例是史00 = 1，卽 

定理2•在 U ， 中有一点 e ， 使 


命 

則 



f(^x)dx = 


— 汶） • 


FOO 



fMdx y 







/(^)(^ 一 tO , 0 f < r . 


这就是上限的一个函数. 

定理 3. 若 fO ) 連續，則 


^ FCx )^ fM . 

dx 


証.由微商的定义 


dFM _ lhii F ( x ^ h )- F ( jx ) 


dx 


h 


h 


我們由定理 2 可知 


f{x + 一 fOO 




_ jc+A 


a 


fC_i)dt — f f(S)dt 






f{i)dt = A/( 在 ）， x ^ ^ ^ x + A m 


x 


命々 — 0,則得 


dFjx) 

dx 


/ w . 


注意当 ^ = a 时，我們可以限制 A 只取正値. 

由此也显然可見 FM 是一个連續函数，这也是我們定义 F ( a ) - 0的遣理.幷可見 
任意一个連續函数 fM 一定有一个原面数 FW . 又如果 ^ fix ) 的任意一个原面 
数，則由 


可知 


Ft(x) = F(x) + C 


j Kt)dt = Fi(^) — Fi(a) m 

以上所得出的公式称为积分学基本公式.更一般些，我們可以叙述为 

定理 4. 假定 /0 O 在 u ，6] 上可积，及在 U , 6] 上的連績函数 F ^ x ), 它在 （ a , 幻上 


处处有微商 /(>): 


F f M = fix) 

(:甚至于可以允許有有限个点例外），則得 

F ( b ) — F (^) — f 
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证.把 [ a ， 用点 

x 0 == a <Z Xi <C X2 <i * * • <! A-i <Z x v <Z ••- <L x n = b 
分为若千部分，显然有 

ft 

fOO — fU ) = 2 j ( f ( a ) — f (^_ i )) 

V = 1 

n 

=* 2 — 心 - 1 )， 

此处 ^在心 与:^ i 之間.把 F f ce .) 写成为 Ke ,)> 則得 

n 

fW — fM -= 2 /(己)(％ — 

(/ =1 ] 

右端就是面数 / O ) 的积分和数 q 我們已經假定对和数 ， 当 A -> 0时，不依懶于^ 
的选取，存在唯一的极限，因此得出 

F^b') 一 F(a) = J f(j«)dx, 

如果我們用#代心以 F'OO 代 /W, 則得 

Fix ') = F («) + J 

这是还原公式. 

§ 6. 第二中値公式 

定理 1 (Abel). 命 e。， Sb …， e p 表一递減的正数列，价， « t , u p 表实数•如 

果介= u 09 si = M 0 + «ij • • • 3 + • _ * + up 都在 J 与 B 之間，則和 

S = SqUq + BiUi + * * * + BpUp 

在也。与 Bso 之間. 

証.把 *5 改写为 

S ~ Sofo H- 6 ^(^! 一 ffl) + 6 2 (^2 — fl) +***•+ ep(_Sfi — = 

友 0(So — Sj) + Ji(Sj — e 2 ) + •.. + Sp ^. i (^ ep-i — e p ) H- s p q p , 

由于 e , 的递減性，所以 — s, 都是正的，因此 

«S > A { e 0 — Si H- Si — s 2 + . *• + e^_i — $ p 4 - s p ) = As 0 ^ 

同法可証 5 <Be 0# 

定理 2 (第二中値公式).在区間 U , 幻 U < 6) 上，如果 / O ) 是单調递減非負函 
数， 〆 *)在 U ， 办]上是可积的，則有 一数 芒 ， a <芒 < 办，使 

^jMg{x)dx = /(a) j g(x)dx. 

証.左边的积分就是和 

J = f { a ) g { a)(xt — + — Xi ) + .*• 

的极限，这和在二和 
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广 = 2 (心一 1)(‘ 一 文『1)，广 = 2 切 一 心- i ) 

V V 

間，此处队与叫分別表示£00在[心^，心]上的上、下界.差数广一 I "小于 


/ u )2 (iVi 


)(^ ^ ^ v -\) _0 5 


所以对任意在^1 ^ ^ Mi 之間的内3和 A = ^/^$ ff ( s x i ^ i)(.^p x v ^ i ) 的极限都是 

f fMgMdx, 

Ja 

由上节的中値 公武,我們可以选得内 使 

〜 （A — A-i) M I sMdx t 


由于 Kd 是单調递減非負的，所以由引理 s . 


a 


可知 / i 之值在 


4(0) 与 Bf { a ) 


之間，此处 


A — min 

a < c < 


An j B « max \ gipc)dx 9 

c<6 Ja «<c<6 J4 


h 的极限 \ b fMg ^ dx 也在 Afia ) 与 B /( a ) 之間，因为 fgU ) 办是 C 的連績函数，所以 


a 


有疔存在使 


fWsMdx *= /(a) f g(x)dx “ < 疗 < 办 . 


类似地，如果 / U ) 是单調递增非負的函数,則有公式 

(fMgMdx — f ( b ) ^ g ( jc)dxj a <^ 

如果保留 /0 O 的单調性，而不假定它的非負性，則有 


j{x)g{x)dx = Ka) ( 及 O ) 办 + fW i gMdx 9 

a Ja J i 


此处 


証.假定 / o ) 是递減的，我們考虑 / Or ) — M 是非負递減的，因此 

f (K») — Ki>))gMdx ^ if { a ) — f { l >)) ( gMdxy 


卽得 


f fWgMdx « /(“）j g{x)dx 4 - /(^) 


同法，考虑 fM 是递增的情況， 

以后我們可以看到，在硏究非絕对收斂的积分中，第二中値公式有很重要的用处. 


§ 7•例 


子 


例 1. \ x^dx 


7* + 1 6 + 1 一 ^ 蚪十 * 

+ 1 « U + 1 


Cm 一 1)， 
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而 


b 


x^ l dx = log x 


a 


log 办一 log a (a > 0, 办〉 0 乂 


a 


習韪. 考虑 aCQ y b<ZQ 的情況. 


倒 2_ 


倜 3. 


b 


a 


b 


a 


.3T 


sin xdx 


cosx 


b 


a 


cos a — cosl ? 


cos xdx =*» sin x 


sin b 一 sin a 


a 


sin mx sin nxdx 


2 


sin 一 n^)x sin (^tn + n)x 


m 一 n 


m nr n 


(如果 7? ¥ W ) 




■霣 


six^mxdx 


•sr 


2 


x 


sia2/?yjr 

2 m 


TCI 


f si 


sm mx cos nxdx = 0; 


0 


I 


* 【0，若”关 TO ， 

cos mx cos nx dx = 


JO ， 右 n 尹 77 J ， 


例 4 . 对自然数 w ， 打有 


峰); 



因为 


2 


公咖2/…如 ( 2w -以 

2 sinx 


逐項求积分，卽得所示. 
又 


n 


sin (^2m — 1 ) 欠 

f7Z= 1 

再利用 Dirichlet 公式卽得 Fej 6 r 公式 • 




1 — cos2n^r sln 2 nx 


2 sinx 


sm x 


如果对任一心 a < xCb . 在 U ， r ) 中 / Ov ) 可以求积，則我們用以下的定义 


lim f f ^ x)dx 
Ja 




fQx^dx # 


a 


倒 5. 


，縳 


_a 


a 1 — x^dx — lim 

e 一 0 


2 


x a 1 — ^ + — sin 


2 


x 


a 


rca 


2 




2 


倒 6. 


n 


1 


2 




1 — 2rcos^r + r 2 


dx (0 < r < : 1) # 


这积分函数的原函数等于 
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倒 7. 在計算积分 



时，如果在算出来的原函数 


中以 r = 0与^» 1代入，則积分之値为 0. 这是不可能的，因为一个正函数的积分不可 
能为 0. 

錯誤在于原函数有一个間断点％ = V 2 - vT ， 如果将原面数画下图来，很明显当 
0<^< V 2- yT 时，这原函数所給的値是代表积分 


4 +1 
Jo / +1 


dt 



图169 留170 


的，但是当 x >^2- YY ， 显然 Fix ) 是不能代表这积分 値的. 正确地說，我們的原函 
数应当是 

r— 1 -i 1) 

3 — 4 x 2 十 1 ’ 

F x = j 一丄 t g-i 二 J ) 十 il 

3 / — 4 x 2 十 1 3 

它的图形如图 170. 

在实际計算时，我們用 


若0 ^ ^ V ^2 _ 3 » 

若 V 2 — ^/了 ^ ^ ^ 1, 
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lim 


o 


0 



Xq+£ 


1 7 t 

■■為 

3 • 


例 8 •命 PO ) 与 20) 为 [ a ， W 上的 两个連纜面数，且有連續檄商及 K ；0 « P / Q . 


我們現在考虑 


b 


fix ') 


« 1 + fix") 


dx 




、 b P.Q — PQ f 

“ P 2 + p 2 


署 


这积分的原函数是 tg ^ VO ). 如果 Kx ) 在 U ， 洲中不变力无穷，則豚函数是連績的.因 
而得出 




rw 


«1 + fM 




如果/0*0在(“，中变为无穷了，命 e 为这样的一点，如果經过这一点 /0 O 由+00 


变为一 00,則我們有 


F(^c — 0) 一 F(^c 4- o) — — ( —— 

2 V 2 





如果 f 00由_ 00变为+ 00，則我們有 


F(ir 


MM 


0 ) F(^c 0 ) *•* ) ***• 

2 \ 2 / • 


如果 KiO 虽然变为筘穷而不变号，則 

F(cr 一 0) — F(c + 0) = 0. 

假定在*»，*中有々次由+ 00变为一00,有次 
/ O ) 由 一00 变为+00,則得 


« 1 + / 2 ( JC ) 


tg ’ O ) — tg 勺 U ) + rU — 々')• 


dx 


V(1 一 2ax + a 2 )(l — 2jBr 十皮 ) 
習題 2. 若 3 > 0，— B 2 > 0，貝 1 J 


, 0<a ? j3<l. 


■2 


dx 


— 2 * ^cos 2 ^r + 2B cos x sin x + Csin 2 ^ \JAC 


B 


§ 8 •換变数公式 


命 <p(i> 是一^函数，适合于 


tp(a) ==> a ， <pO) «** 


我們現在的問題是，在怎样的条件下，有等式 




a 


Kx)dx == j%(9C^))9> ， C0^. 


定理 1. 在以下的一組条件下 ， u ) 式成立: 
O 在上/00是連 纘的； 


CD 


• ?06 


« 



2) 识0) 在 [fl, JS] 上是連續的，而且当 £ 在 U， /3〗上时，批0的数値+超出 U， 办] 
的范围； 

3 ) 在 [ a ， J 3] 上 9(0 有連續微商. 

* 

証.命 FO) 表 f ( x ) 的原函数，則函数 

少⑺ = F(<p(0) 

的微分等于 

0\ i ) FX ^ Ct^qpXO «" /(<pW) 中 '(0. 

因此同时有 

j f^x^dx =» F(^) — F(a) 

及 

J /(9(0)9?'W 山*® <Kj3) _ 0( a ) ^ 

—只(9(]3)) — P { cp { a )) = F ( J ?〉 一 

这就是我們所要証明的等式. 

定理 2. 在以下的一組条件下， （1) 式成立： 

1) fO) 是可积的； 

2) 当 f 从《变到 J3 时， <p(0 从 a = 9( a ) 单調地变到 b ==» <p(j3)； 

3) 是連續的. 

証.我們不妨假定《<&及《<]3.函数 9(0 现在是单調增加.与分点 

r 0 = cc < <1 *2 < • • • < L-i <.(„<. * * • < ~ J3 

对应的有〜= 9(~)(^ = 0, 1，2, • * •»)，这堅点分区間 [a， 为 

Xu = a <. xi <i Xz * * • <C x^i <i x „< C . * * • ^ x n =^ b m 
命 、 

A = max \ t ff 一- t v - i I. 

由于 r = 9(0 的（一致)連續性，当又 — 0时 

max | x v 一 ^-.il = max — <pOp-i) I 

1 <r<« 1 

也趋于 o. 

在 [^ v-ly 中任取一点1%，作对应于 (1) 式右边的和数 

n 

^ t:sK /( 中 (r#))<p 

n 

命 ^ = 9^(0? 于是 A-i < C 用 Lagrange 公式 

A — x^i = 9(G) 一 *p(^i) = — h ) ， 

此处^ i < T, < 伹現在的 L 可能与 TV 是不同的，作对应于 (1) 式左边的积分和数 

n 

疗 1 = S ^ 


n 

•= S /C<p(n)) ( p , (f^)C^ — ~ 一 1 )， 
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当又- >0 时，这和数的极限就是积分 f / o ) 办.为了要証明茂也要趋于这一极限，我們 
只要証明_ A — 0就够了. 

給任 一& > 0,由于 cpXO 的（一致）連禳性，可以找到5>0使;1<5时 

19'C^) — <p’(f Jl < S. 

于是 

k — <3-1 1 <2 IK<pC(^))l l<P'(0 — 9 (^) |(/„ — L-1) < L ( 戶一 a)s ， 

V 

此处 L 表示 |/00 I 的上界， i 3 — « = S ( i v — G - i 〉. 

这就說明 a 趋于£ / o ) 办，定理就完全証明了. 

例 1. 在求积分 \ - y / a 2 ~ X 2 dx 时，用变換= a 这儿当 f 由0变为丄; r 时， 

Jd 2 


欠由0变为…所以 


a 


Q 





0 


Tea 

4 


2 


例 2 . r ， i- in -v dx 

Jo 1 + cos r 


« 


2 rsf 


着 


0 


7t 

2 


替換 X = K — f 把最后的积分变为 




P — /) sing 厶 = f 2 (tv 

J * 1 + cos 2 於 Ju 1 

2 


一 i) sin 


dt m 


cos t 


因此所求的积分 



2 


sin t 


Q 


cos i 


dt ^ — ^tg^ A ( cos?) 


71 

2 


2 


4 


例 3. 計算积分 J 


i 1 log(X + x 
o 1 + :c 2 


dx 


暑 


作变換 X 


t 


1 


，則得 


ro 


log 


2 


1 + t 


2dt 


1 log 2 — log (l + i) 


1 




1 — t 

i +7 


2 


Cl +0 2 


u 


1 + t 


l 


dt = log 2 


dt 


11 1 十 




所以 


log 2 f 1 

2 Jo 1 


dt 


2 


2 


l 


u 


?rlog2 


倒 4 . 求 l(r) = j log (1 — 2r cosx + r 2 )dx ( | r | ^ 1). 


由不等式 


• 30g • 


(1 — I r I ) 2 ^ 1 — 2r cos : r + ， 2 < 〔 l+ IH) 2 



得 


2^ log (1 一 |r|) ^7(r) ^ 2it log (1 + 丨 H )• 


命 


X 7t 


/，則 


liml(r) ^ 0 # 

r -*0 


/( 一 r ) 




£log(l 


+ 2r cosx 


2 


)dx 


0 


log (1 Hr 2r cos (x 一 尤 ) + z* 2 ) 一 f) 
log(l — 2r cos# + r 2 )dt «= lCr ) 9 


故 


2J(r) = Z(r) + 7( —r) 






0 


log [(1 — 2r cosx + r 2 )(l + 2r cos^ 


2 


)] 办 




j log (1 _ 2r 2 cos2；r 十 r^dx. 


命 2» *= /，則 


2/(r)= +r ㈣ （i 一 2? * 2 咖 




在后一积分中命 f = 2 jt —《，則得 


I(r) = T I(r2X 


因此，一步步用上式可知 


/(r) = — l(r 2 ) = 一 l(r 4 ) 

2 4 


= * • * = 一 x(r 23 *) # 

2 ff 


故当丨 r | <1时，由 


Hm i 

« ->00 


0 


得 


当 | r | >1时 ，由 


I(r) = 0. 


log (l — 2r cosx H- r 2 ) — log r 2 (1 


2 




cosx 



得 


l(r) == 2?rlog I r I + i" f —^ = 2?clog | r j • 


螓 


習題 1 • 


習題 2. 若 / GO 是 [0, d 上的連績函数，則 


a 


0 


fQx")dx 




/(<* — t ) dt ^ 


習題 3. 若 / o ) 是 [— 內的連績函数，則 


a 


a 


f{x")dx 


•a 


2\ 若 / O ) 为偶函数， 

0 若 / OO 为奇函数. 



則 


習題 4. 若 / Or ) 是周期为 0 ) 的連續廚数，卽 

/(^ + o>) = /O )， 


{ tf+tt# 

/W dx 




u> 

jMdx m 


Q 


習題5.若 / O ) 是 [0，1] 上的連續函数，則 


n 


Xf(^ SlTtx) dx — 

0 2 


— f /( sin ^ r )^ # 
2 Jo 


習題 6 . 若 ？>(«) 是[一 V ^ 2 + P ] 上的連纘函数，則 

( p^acosO + b sind^)dd = 2 [ g ?( V ^ 2 + b 2 cosk )dX 


o 


習題 7. 若 £ U ) 是 [0，1] 上的連續面数，則 


7f 


3T 


g (^ sin 2 u ^ cosudu = 1 gicos 2 t /^ cosvdu m 
Jfl Jo 


9 -分部积分 


我們运用公式 


b 


a 


udu 


uv 


b 


a Ja 


vdu 


或推广公式 


b 


a 


uv 


C«+D = [•… （”） 一-人 •（《—1> 


uv 


u v 


+ ( — 1)”“ (〜]念 +( — 1) 

当然必須假定所有出現的各級微商都是連續的. 
例 1. 命 m 为自然数，及 


»+1 




u ^ vdx 3 


a 


J m = f sin m xdx y f m 


2 


COS m xdx 


u 


暑 


分部积分得 




f 一 

533 1 sin m-1 xd (, 一 cos 
u 


sm ’ *xcosx 


7 n r 2 n 

+ (/» — 1) \ sm m ^ 2 xcos 2 xdx % 
o Jo 


以 1 一 sin 2 x 代 cos 2 x y 卽得 


J m = {m — l ) J m . 


(^m — 1) •/ 


因得递推公式 




1 


九 ■ 


m 


-2* 


因得 


J In 


\ in 2 « xdx - L h ■ — , 1)(2” 一 3)" .3 • 
。 Zni^ln — 2)* • *4 • 2 


壚 to 
2 


311H 


及 


h 


It 

ir S 


rt +1 


sm 2n+1 xdx 


o 


2n^2n 一 2 V # *4 y 2 
(2» + l )(2» 一 1)* •，3 


7 T 


命， = ，立得 


Jm 


it 




sia m xdx 




0 


一 f co^ ydy — ( cos m ydy = Jm. 
Jfl Jo 

1 


例 2. 命饥表整数，則 




co 


s m xcos( 


m 


2)xdx ^ 0 5 


o 




cos m x sin Cm + 2) xdx ^ — 
a m 




o 


sin m xcos(/7j + 2) xdx 


* 

1 


0 


sin m x sin (ot + 2) xdx 


以第一积分为例，分部积分两次，得 

cos m ^ 2 xcos(^m + 2)xdx 




0 


, mur 


sin — 

—— 


2_ 

m + 

1 

mn 


cos —一 


2 



m 


I 

1 


* 


m -V 2 


cos 扣 +2 xsin(w + 2) 尤一 cos m+1 x sin sin (w + 2)arjJ 


'■2 




m 


2 Jo 


( 


m 


l)cos m Arsin 2 ^ + cos m+2 «)cos(^ + 2)xdx m 


& 經积出的部分經代入三及 0 都等于0，在后一积分中以1 一 cos ^ 代 siak ， 卽得 

2 



cos ?/z+2 jc cos(m + 2^xdx ^ 


7» + 1 

ru + 2 



cos^xcosi^m 4- 2)xdx + 



b 

co^^xcosi^m + l)xdx % 


0 此推出第一武. 

其他各式可用同法証明. 

例 3* 命〃表任 一 自然数，积分 

r\ n ri^ 

/ c « = j cos n x sixinxdx ^ L rt = j cos® xcos nxdx . 


由分部积分得 


3 U >* 



K n 


i 

1 r y 

— _■ ■■ I 

n Jo 


n 


co^^x slnx cos nxdx m 


两端各加以幷注意 




即 


用此递推公式得 


类似地可以汆出 


sia 一 l)x = 3 cos x sin nx — sin x cos nx 9 


« 上 + K〆 ， 
n 


2 



K n 


2 **+i 


(f 


L 


yt 


n 


t 十 1 


* 


+ 二 + 2 + 4 - H 

2 3 n 


m 


例七命々> 0 及 TO 为自然数，則 


: »m 




0 


x ^ log m xdx = ( 一 l) m 


m 


(々 + 1) 


7 »+l 


分部积分得 


Hjt 


1 




+ 1 


X 


* +1 log 


X 


m 


k H - 


- f 1 / log ™" 1 xdx 
1 Jo 


々 + 1 






因此推出欲求的数値. 

例 5. 如果 P 与 q 是 自然数，則 


j Cl "™* x ^) f x q dx 


P \<1\ 


(p + q + l)C 


用分部积分得 





x ^) p x q dx 


S=» • ■ ||| | 




p 


i£ (i - 


#(1 — x )^ 1 

p + 1 

x ^) p x qm ~ x dx - 


q 

0 p -h 


^ \ Cl — x) p ^ x x q ^ l dx 
1 Jll 




q 


P 


- f 1 (l 一 xy%ux^ 

1 Jo 


卽得 


: (1 一 xyxUx 泛 7 T 7 T 1 1: (1 一 咖〜 • 


續用此式，可得 


£ (1 一 


x ^) p x q dx 


qiq — l )" 


4- ^ + l)(p ^ q) m m *(p + 2) Jo 


(1 _ x^) p dx 


P\q\ 

(夕 + 分 + 1〕！ 


倒 6, 在上例中取 x = sin 切，則得办= 2 sin 0 cos QdB m 
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因麟 


f 2 cos 2 ^ +1 0 sin 2 ^ 1 Odd = i / 叫！ 

Jo 2 (p + ^ + 1)1 

<-w 

§ 10 .瑕积分 


假定 a < b . 

虽然函数 K «0 在 U ， W 中是不可以求积分的，但是对任一适合于的6面 
数 / O ) 在中是可以求积分的，而且极限 


lim 
£ — 6 


^jMdx 




F、b — 0) — F 〔 a ) 


是存在的.我們称这极限是函数 / OO 在区間 U ， 幻上的瑕积分，就用 


b 


a 


fQx^)dx 


来表它，而点6称为瑕点 


例如 


dx 




dx 


0(1 - x) m 


lim 

f — i Jo — x ) 


lim 2(1 — (1 — = 2, 


yi 


不但上下限可能是瑕点，幷且 a ， 6間的点 e 也可能是瑕点，卽对任意 s 与 w / GO 在 


[ a , e — s ] 与 U + a ， 6 ] 为可积，我們定义 

f(^x")dx = lim ( I f(jc) dx 
f e-**0 \ Ja 


+ lim ( 

T?-^0 \ J r+J? 






FC^) — F(c + 0) + F(c — 0) ~* F(^a\ 


例如 



z 


x^dx 




lim 

J—1 


^dx 


2 


Hm l x~^dx 
Je 


6 




还有一种情況，对任一有 限数卜 / GO 在 U ， H 上是可积的.如果极限存在，我們定义 


a 


同法定义 


f^x^dx = lim [ f{x^)dx — F ( 00 ) 一 F(a). 

Ja 


b (b 

ji^x^dx = lim 1 j{x)dx 

— 00 J Q 


a 


与 


OO 


f (^ X^dx 


a 


OO 




/ Or) 办十 1 j(jc^)dx { 


*00 


a 


例如 


OO 


dx 


1 + JC 


2 


tg — 丄太 


7 T ( 7 t \ 

2 V 2 / • 


注意 . tg < A ： 不能随意取多値函数的値，我們只 

取在 一 一 与 — 之間的唯一^値.关于无穷积分有些 

2 2 

与无穷級数相仿的性貭，我們現在不加証明地叙述 



图 172 


313 ^ 



于下: 


現在假定对任一芒 > 泛， /(») 在 [a， 芒]中是可积的. 
定理 1. 如果/00>0,而且 


1 € 


Ki)dt ^ M 9 


a 


則积分 


K*)dt 


a 


是收 斂的. 


QO 


定理 2. 积分 Kt)dt 收斂的必要且充分条 件是: 給与任一 s > 0,我們有一数X存 


a 


在，使怎与〆 >叉时 


| J :' 雜 


< S. 


定义.如果 


L \i(J)\dtCQO, 


則 I K0 由称为絕对收敵. 


a 


定理 3. 絕对收斂的积分一定收斂. 
倒 1. (Dirichlet) 积分 




sin x 


dx 


0 X 


非絕对收斂，但是它是收斂的(我們将在§ 13.3 中进一步証明积分値为 


先証明 


U 


SITIX 


dx 


X 


不收斂，取一批区間 


1 3 

UTt + - fCy n7t + - 7 t 

4 4 


，在这些区間中 


| sinxl ^ sin — n — — = 

4 V 2 


由 


j sinxj 


1 x 


dx ^ 



2 


imA dx ^ y ]_ 

(«+{)» ^ 1 (^7% 1 ) 兀 



00 


可知，原来的积分不絕对收敛， 
另一方面，由第二中値定理 


sin ? 


dt 


X 


X 



sin? dt 


1 


x 


(cos^ — cos r) ， X <1 ^ <Z x f 9 
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卽 



X * 


smt 


dt 


X t 


x 


此趋于 C ， 所以原积分是收斂的. 


，oo 


定理4•命 Kx ) 与 dr ) 为 T c 时的非負厨数，且 /GO •若 £00厶收 


0 


90 


00 


00 


敵，則丨 fMdx 亦收斂；若丨 f { x)dx 发散，則\ sMdx 亦发散. 


a 


a 


a 


应用第二中値公式与定理2可得下面二定理. 

定理5•命办）与200为当 y > a 时定义的西数.若对任一常数 J ， 积分 


F(A) 






a 


f ( x)dx 


皆存在，且 | F ( j )| < M ， 此处 M 为一絕对常数，又 2OO 为 x 的递減函数 3 且当太―时 


趋于零，則积分 


oo 

fMgMdx 


a 


收敵 • 


定理6•若与 sM 为当 A ： > a 时定义的厨数，又若 rvoo ^ 收斂， 2OO 单調有 


a 


界，則积分 


go 


a 


fMg(x)dx 


收敛. 


§11- 定积分的一些应用 


1) Taylor 展开式. 

在推广的分部积分中，命 v=ib — ：0”，則 

v = 一 n(j? — v f = nij% 一 1)(5 一 x ) n _ 2 ， • • • ， 

f/(”） =3 (― £/(” +1 ) S=* 0. 

当 ：》：= 办时，所有的"， • • • ，"― 1 〉都等于零.把《，//，《"， … 写成 / w , fix ), 

ro )， … ，則得 

0 ~ C 一 l) w [^!/(^) 一 nlf^a) 一 n\ fXa^b — a) 一 — f"(a)C 办 - a) 2 一 _ •• 

2 ! 

—产)(<0(办一 «)*] + (― 1)" +1 f f ( a + 1 ) ( x)(d — x ) n dx 9 

卽得 t \ f 

iW = fM + o — a) + (办 — “)2 + … + 

1! 21 

+ -― 办一 + — f 产 — x) n dx % 
n \ n \ Ja • 


換記号得 


• 3 T 5 • 




tM 




/(^ a ) + ’ « (x — ^ o ) + - — (x — ; Tq ) 2 + • ••十 

ll 2! 


m 


/ ( 尤 。) ’ — 文 。)* + — \ /( w+l )(/)C 文 一 t) n d “ 


X 


n \ 


nl 


这个 Taylor 展幵式的佘項与以往的有所不同，其中不含有任何汞知数 • 利用这样的 
佘項，可以推导出我們以往所知道的一些 佘項. 例如由第一中値公式可知 


i [ X 产 +1) ( i ) (jc — i) n dt — — / u+1) (^) ( (x — t) n dt 

n \ 沒 i 






此处 e 在 [#。， x ] 之內. 

2) Wallis 公式. 

当为自然数时 

2 


sin 2ff+1 x < ^ n 2n x <T si 


sin x 




則 


* 


9T 

2 siiL 2n+l xdx < [ 2 sia 2n xdx < \\ m 2 n ~ l xdx a 


0 


0 


由例 V 9.1 可知 


卽 


由 


2 n {2 n 一 2)* * *4.2 


{in + 1)(2 羚一 1)* * *3*1 


< 


(2 n 一 1)(272 一 3) * * *3*1 

(2打）（2« — 2) … 4-2 


< 


{in 一 2){2n 一 4)* * *4*2 

{2n — 1)(2 筇 一 3)_ • .3*1 ， 


7 T 


2 


< 


2 n (2 n 一 2)* ‘ .4.2 


— i — <1< 

V {2 n — 1)(2 疗 一 3) — 3 *lJ 2 n + 1 2 


2 n(jln 一 2) • • *4,2 

L (2» — 1)(2^ 一 3)* - *3 *lJ 


2 n {2 n 一 2) * * *4*2 
{2 n — 1)(2# — 3)* • *3-1」 2 /j 



2 ^ + 1 


< 


rc 


鲁 


2 n 2 


0, 


故得 


2 * 2 * 4 *4* • *<2灯 ）（2/ i ) 


7 V 


i» 今 oo 1*3*3*5* • • (jin — 1)(2/? + 1) 2 




< 


这就是 Wallis 公式. 


§ 12. 求定积分的特殊方法 

以往的方法都是用求原面数法来算出定积分(包括有瑕点和无瑕定的情況）.我們現 
扣介紹几个虽然无法算出原函数，但仍能积分値的 方法. 但这些都是特殊的方法，无 

^ - rf.r-.__ __ 

法系統叙述，所以我們只能用例題的形式来叙述. . 

1°. Euler 积分 

3T 

n . 

J = 1 log sin xdx # 

用分部积分 I 

u — log sixix dv — dx 

A 
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可知 


du 


COS AT 


siax 


dx . 




因而 


9V 


I — ^log sinx 


2 一 P y SSlldx 

0 J 


o sia 


原来的积分在 = 0 有瑕点，但是經过分部积分之后，第一項当 
項就是一个普通积分，幷无瑕点了.所以积分 J 是存在的，但是 


i cosx J 
X — —— dx 

sinx 


也是不能用普通方法积分得出来的. 

計算出这一积分主要是利用变数替換，命 


2《，卽 


0时有数値，而第二 


4 f 4 

I — 2 \ log sin 2 tdt = 2 i log (2 sin t cos i)dt 
u Jo 


2 log 2 + 2 J log sintdt + 2 J log cost dt . 


在后一积分中換变数 # 丁 “，卽得 


因此得出 


n • 

2 I log sin udu . 
% 


卽 


同时，我們也得出了 


k 2 


1 = 一 log 2 + 21 y 
2 


"一 — log 2. 

— ^ 一 k / 


log 2, f 1 

tgx 2 Jo 方 


dx 


2 


log 2, 


又用替換 


我們可以算出 


n 


0 


. ；2 . ^ 

log sin = ^ r \ log sintdf « 一 一 log 2. 

2 


Q 


習題 1. 算出 


1 l SM=dx, X 

0 l— X 2 



提示，用替換 


sin < 与 


log 


sin t * 


_ 


習題 2. 求証当时积分 






1 


0 


log 1 sin 2 0 一 a 2 \dd ^ 一 ^rlog 2 # 


2°. Euler—Poisson 积分 


oo 


0 


.3 


e 


dx 


这是槪率論中常用的积分. 
假定: r # 0.由 


& 


l + x 2 <Cl+：c 2 + 三 + 土 + 

2! 3! 


« • * = 3 S 


〆 < 1 + 尤 2 + / + • 


* « 


可知 


1 — at 2 < f <： 


1 + 怎 2 . 


注意 • 前者仅对 0< a :<1 正确，而后者对任 一；r>0 都对. 由此立得 

(1 - rr 2 )" < 〆(0<^< 1), 


1 一 X 2 


< 


(1 + x 2 ) n 


(尤 > 0 乂 


取积分 


1 (1 — ix^y dx < f -_ nx 

o Jo 


a 


QO 


2 


^ - dx < 1 e~ nx 'dx < 

o 


dx 


o (1 十 


但用替換 « - 4 ^: 可得 


oo 


e’ x dx 


o 


又 



k 9 


n 




1 (1 一 dx - J fl 2 sm 2fl+1 ^/ = 打 — 2)(2») 


o 


1*3*5***(2» + 1) 


及 


■00 


dx 


n 


dt 


o (i + x z y 


a 


1 • 3 • *. (2?? — 3) ^ 
2*4** *(2/7 — 2) 2 


所以 


2*4.6.. *{2n — 2)(2n) ^ ^ ^ • *{2n — 3 ) 开 

V 1.3.5“.(2« + 1) <^< V«- 4 ；^ (2 ^ 2)7 . 


平方之，卽得 


n 


(2*4* # *{2n — 2)(2 ”）） 


< 尺 2 < 


2 打 + 1 (1*3*5* * *{2n 一 1)) 2 (2» + 1) 


n 


2n — 1 


X 


X 


(l*3*“ （ 2/y — 3))2(2 tz — 1) / \ 


2 


(2*4** *(jZn 一 2)) 2 


V2 广 


由 Wallis 公式 


lim (2.4“. （加 — 2){2n)y 
(1.3“*(2n — 1)) 2 (2» + 1) 


n 今 co 


7 t 

¥ 


可知，当? J —00 时 


* 3X8 * 



1 ^ c r -2 c 1 ^ 

2 2 2 2 


卽 


K 2 


因此 


e^ x dx 


o 


V 7t 

~T 4 


習題. 汆当 ^ > 0. b > 0 时 


00 -似 2 —上 

e x2 dx 


— e— 2 ^ 

2 S a 


提示.在証明这結杲之前，先証明一个一般性的 結果: 



B \2"| 1 

Ax 一 — ) dx — 一 

xJJ A 


j o Ky 2 )dy, 


A>0 9 B> 0 


这等式在右边积分存在的条件下成立, 
由替換 y ^ Ax —— 得出 

x 


， e» 


/(y 2 ) dy 


W( 


Ax 


f)l( 


5 


dx 


s^s 


_oo 


0 





后一积分中用尤 


At 


，卽可推出以上的等式. 


这等式把习題中的积分变为 积分仄 
3°. Froullani 积分 

f°° /( 灯）一 , 


dx, a !> 0 ， ^ > 0 # 


首先，我們假定 / W 当 ; c > 0时定义且連續，幷假定当 x — 十00时/00有有限的极 


限. 


当0<<5< 厶 < oo 时 


f(ax) — Kbx) 


dx= 

Je x Js x 




\-m dz ^rm dz 

J«a Z Jw % 






ad Z 


fM 


aA 


dz m 


因此得 


ji^ax) — j(.bx) 


dx 


lim I 
a-»o Ja<5 




Km 

Ja^ Si 


• 319 鲁 




由中値公式 


f 心 ) = f(^) f = f( 芒) log — a 8 < b8 ， 

Jad Z JaS Z a 


f ( 幻 


dz 




4 厶 Z 


^ I 


= Krj) log — ^ a 厶 < 々 < 


tfA Z 


显然当 3 — 0 时 C — 0, 当 A—oo 时 ， 97 —oo 所以 


Kax) — f(bx) ^ _ 以 （ 0 ) 一 /( + 00)]log 上 , 
o x a 


例 1 


^ e 一 ax — e^ hx 


dx 


log — # 


例 2, 


o 


log 


p + qeT M dx 

〆 + qe^ hx ~ 


log(l + 


f) Iog T- 


例 } 


tg’W 一 tg— 1 厶 AT 


dx = — — log—. 

2 a 


其次，有时虽然当 : r— 00 时 fix) 沒有有穷极限，但积分 

JA Z 


却存在.如是我們直接知道 


lim P da^Q 

在 -# 雄 JiiA z 


所以 


、 ” ^ r «/(0 )logA 


例 4. 


Q 


°* cos ax 一 cosbx , , b 

- dx — log — • 

n x a 


同理，如果当 AT — 0 时 fM 沒有有限极限，但 


㈣ 办， 

Jo z 


A <oo 


却存在，則 


坊 f(ax) — f(^ x X dx m f(+oo)log — # 
o x b 


習题 i. 計算积分 U，6 > o) 


u) y ±^^± x dXt (^) f l=^££ cosbxdx 

Jo X Jo 0 ； 


M 


log^r 


dx 


答数 ： M log 



U)1 呢 ( c ) i og I 

a 一 b I b b 




習題 2. 計算积分 U ， 占 >0) 
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，、 1 b sin ax 一 a sin bx , 
U) \ - 1 -厶 


o 


O) 


oo 


0 


b log (l + ax^) 一 a log (1 + bx、^ 


x 4 


(用分部积分法). 

習題 3. 求积分 


r(— ^ 

Jo \ - 



今（答数 ->2 


提 示:用 恆等式 


X 


X 


2 


e 


+) = 一 


( 


e 




? r — 1 x 

習題 4* 求积分 （ a ， 6〉 0) 


+ — I- 1.1_ ； _^ + —户 

2 ) x - 1 2 x 2 



mmmA^ 

e — e 


如 + x(a — 


dx 


Q 


(提 示:从 証明对任一 7 > 0, 



财一 e^ hx + x(a — b)e^ hx 





人 手). 

計算定积分的方法，以上不过举例而 a ，将来再介紹其他方法.如利用积分咢下汆微 
分,利用微分方程，利用重积分等.較有普遍性的是利用复变数函数求留数法及利用 Fou ¬ 
rier 变換的方法等. 


H 3. 面积原理的应用 


定理 1. 若％>^，/00是一个非負递增函数，則当在>^时有 


2 K 打 ）—( iipc)dx 


< /(f). 


tL 取 [$] = 則 


b 


a 


fCx^dx — 2 j. 


b 


> S f(o 

i ^ a 

< 2 + D ， 


卽 


fM + 


b 


+ /($ — i) < 


a 


^ fCa + 1) + • • * + /( 々 )• 
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又 


0 <\ /GO 厶 < /(e )， 

b 


幷起来卽得定理, 


倒 1. 命又 > 0, /0*0 = /，則 


s ” 




a 


m 


A + 1 




卽 


s 




，又 +1 — a x^i 

A + 1 


o(e x \ 


例 2 •命 /(x) = log a: ，f > 1 ，及 T(^) — 2 打， 


則得 


T(« 


.f 


log xdx 


< log^ 


卽 

特別当芒是整数时，則 


|T(e) — flog 茳 + 6 — 1| < log^ # 


卽 


nlogn 一 + 1 一 log n ^ log n\ log n 一 ” + 1 + logn 9 

n n^i e ^i < n j < n n ^ l e^\ 

定理 2. 若： rShi / O ) 是一个非負递減面数，則极限 


Um 


S 


1 


2j /(^) ~ I fip^dx 

^ _i. fcj 


«-a 


a 


存在，且 0< ce < fOO . 进而言之，当尤― oo 时 5 若/0) — 0,則 


S fM 




a<n<S 


€ 


a 


f{x)dx — a 


^/( e - x ) (若 e >« + i ) 


註.命 


K 在 ）2 /( n ) — ! Kx 、 dx ， 


a<n^S 


則 


又 


£(tz) 一 g(ji + 1) 一 代 n + 1) + 

^ 一 fCn + 1) + /(n + 1) = £)• 


*«+i 


f{x)dx ^5 


n 


g(N) = 2( 心）一 (+ f(N) > 

n^a \ / 




> 2 (/(«) — fM) + Kn) ^ Kn) > o, 


a 


故为一个非負递減函数，且 


0 < g{n) < g(a) = j{a) m 
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故 gin ) 之极限存在，命之为 a ， 且0 < a < fda \ 
今更假定当# — 00时， K *) — 0,則 


〆 泛 ） —a = f ( n ) 




1 


a 


f ( jc)dx 一 lim — f fOc)dx 

… 00 \«Ti 


»s 


nei ri 

§ fM - L 咖 -L 帅 



r — Hm (2J /(») — fMdxj 


ts^s. 




« 

ro 




- J fMdx 






Kn^dx 


< lim 2 ( ( K « — 1) — Ki % y)dx «» /([f ]) < K 在一 1)， 

J N — OO 好酿 【 f 】 +1 Jrt —1 

^ 一 Li /^ 一(芝一 t ^])/([^]) ^ — Kf 一 1)秦 
J 【5] 

故得 定理. 

由定理 2 可以立得某种級数收斂与发散的判則条件. 

假定給了一个級数 


是正項的，且为递降的，卽 


«1 + 的 + ••• + «„ + ••• 


U\ ^ «2 # * * ^ U n ^ *••>()• 

如果有一个 _ /W, 有以下的性脣： 1) K«) 是一个在 Ci,a >〉 中連續的非負递降函数， 
2)Kn) = 則由定理 2 立刻得知，如果 


存在，則級数 


lim f j(jc)dx 
H-^OO Jl 


收斂，不然則級数发散. 

不但如此，級数的和在 


1/1 + 的 + ••. + + ••• 


之間. 

例 1. 由于 



f ( jc)dx 与 Wj + 



fMdx 




(方卜 A — 1)， （cc 今 1); 

(a = 1). 


所以当 4 T >1 时， 2] 七收斂 ，当 a 

«— 1 ^ 


时， 2 去 发齔 

n^l n 






又由千 


X 


dt 


2f( log#) 


1 


- ( 


1 


(log 2) 卜 a (a _ 1) 




log log x 一 log log2 (a = 1) # 


CO 


所以当 a > 1 时，級数 ^ ^ 、 a 收敵，当时，这級数发 

n^2 10g») 


散. 


例 2. 取 a = 1， / O ) =丄，則由定理 2 可知 

x 


S 


log ^ + r 





此处之 r 名为 Euler 常数. 


由此得出 


2 f = |S 

n^aS ^ 


log ： aN 4 - — y 

2 




---= — log 爲 N + — y + log 2 4-0 ( — V 

n<ps 2« + 1 2 2 \N/ 


例 3. 汆級数 


1 


2 


JL X i. * J- 

- ■■■ — ■ ■■■ ■ ,, ■■ 卜 —— 

3 6 8 5 


之和. 


記上面級数的一^般項为 “ m ， 則 





2 


2 m + 






S 


i 0 g IL. -f- 4- log 2) - (- 

log 2-4-0 ( 丄 ) • 


2m 


°(i) 


— log— + — 
2 3 2 


°(i) 


2 


故得驗 之和为 7 心 

習題 i . 設$是整数，氽証当又 > i 时，存 在心使 


S 

\<n<« 


P +1 

又+ 1 


+ c$ k + OC6 A-l X 


習題 2. 硏究和 


2j lo S lo J5 ”• 


%<n<i 


習題 3. 硏究級数 


00 

s 


nm 3 


n log ni log logn) 


<SZ4 * 



收斂何时发散。 

習題 4. A 为一个給定常数，試改变极数 


2 3 4 5 


之次序，使之收斂于次 


§14. Euler 求和公式及 Euler 函数 
定理1 ( Euler ) •命 90) 是有限閉区間 U ， W 內有連績微商的爾数，則 

<p(n) = J (pi^^dx + j (方 一 [ r ] 一 (p^ix^dx 


a < n<b 


a 


一 [«] - 含 ) q>(a) 一 (d - [ 彡 ]— +) <?(<&), 


此处 R ] 代表实数5的整数部分. 

証. 1) 如果 U ] + 1 > [々]，則 U ] = !>]，这公式:变为 


0 = ! <p(^x)dx 



X 


[a] 一 <p'iot)dx 


卽 


a — [a] -^ 9(a) — \ b 一 [a] - ?>( 厶）， 

J (^x 一 ] - (jx')dx — " — [<*] 一 + 




(办一 [ a ] — 含) < p (^) — J ( pCx ') dx ^ 


这就是分部积分公式的直接推理. 

2) 假定 U ] 十 1<[ W ， 則 

h flM fUI+1 ^ fi 

[x]qp f M dx = 1 [x)qiX^) dx + I [^]<p'(^) ^ + \ [x]q>\x)dx 

a 1 J « JU 1 

lh j^y l f«+l fb 

— n 1 cp\x)dx + 1 [^(p'^x^dx + l [b]q) f Cx)dx == 

n-[a}^ 1 J a 

t M—1 

= 2 n{q>{n + 1) — <p(n)) + U](<p([a] + 1) — <p{a)) 

« = [d]+ 1 


[6](9(^)-9([^)) 


m 


=S5 


沪(打） 一 la ] qp ( a ) 4 -[厶] 9( 办). 


又由分部积分可知 


J} 


2/ 9'( 咖， 2 


- L) 一 i^L 一 



<pM 


b 


a 


q>ix^)dx 3 


因此 
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m 


1 (^ - [ 怎 ] —— <p(n) — [ (J>{x)dx 

a [tf] —** 9(a) + (6 —[ 厶 ]- —^ <p( 厶 ) • 


卽明所欲証 . 


我們現在用 Euler 汆和公式来硏究，当 ” 充分大时， d 的漸近情況 . 
1 ) 命 <pOt) = logx, n ( 整数），則得 


2 logTW 
<m<n 



由于 


og xdx 4 - J ；( AT — O] - +) 


dx 


X 


2 


l ogn m 


尤 一 W 


2 


< 


2 


及 


£ +t (^-[x]-i-)^- 0 (e 为实数）， 


故由第二中値公式可知积分 



x — [^rj 


dx 

2/ T 


收敛，因此由 (1 ) 可知 


此处 


n + 含 ) log ?* — n 
r » =* — J b ^ — [ x ] — 


c + y 


n 


<7 = 1 


dx 

- l_ 

2J x 


dx 

V 

2/ x 


所以 


lim - 


n^ca n_n+l/2 




e 9 n 


我們称公式 (2) 为 Stirling 公式 , 


2) 現在我們来进一步定出 C. 由 Wallis 公式 

U m _ 2*2-4*4* - -(2^)>(2/?) 

1*3*3*5*5* * *{ln — l).(2n + l) 


7C 

J 


可知 


— (2^!) 4 ri , 沉 

(2,)IX2, -f 1) (1+ ° (1)) = I 


_ 


以 (2 ) 式代入得 


C\(2 n n nM/2 e^ n ) 


C\{{2n) lM1 e- 2n y{2n + 1) 


(1 


o 


⑴） 




C\n 


2(2 泞 + 1) 


(i + o ( 1 )) 


TV 




2 


_ 
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命灯 00 得 




同时我們也算出了 





dx 


X 


2 


log 2n ― 1. 


因为經常用到，我們引进符号 


厶 i00 = 尤 — [x] - ， 

2 


幷且用归納法来定义 Euler 面数& (/ = 1，2 


■ » 


)• 


定义. （ i >/0) 是以1为周期的面数 3 也就是 

bi^x + 1) bi(jx) m 

(ii) J o biiy)Sy = h+iOO — ^+i(0). 


由周期性显然得出 


0 


^iCy)dy « 0 m 


我們得先說明一下，这样，面数 biix) 就完全定义了，由 （ H ) 可细，如果 bM 完全定 
义了， ~ + l oo 仅差一常数，这一常数可由的周期性来决定.因之 60) 也就完全 
定 义了. 

我們現在算出前几个匕00来.周期旣然是1，我們不妨假定0 < X < 1,由 


厶 2 00 — b 2 { o ) 



犮一- I 

2 


x 4 

2 


x 


2 


卽 




= f _ f + _• 


由 


0 


f b 2 {x)dx 





X 

4 


b 


2 


⑻尤) 


0 


心⑻， 


卽当0 < A ： < 1时， 




J 


^ . 1 
■ I —■■ ■■■ 

2 12 * 


由于匕00的周期性，可一般地有 


2 2 


12 


* 


同法可以推得 


~ (x — [a ：]) 3 —丄 （X — [x]) Z + —Cx — r^i), 

6 4 12 

办 4( 怎 ） ~ *— (^： 一 [ ^] ) 4 — 丄 （ A ： — [ ： ^]) 3 + 丄 （¥ — [x]y —」— 

24 12 24 720 


讀者可以再算一两个例子以資熟练, 
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§15. 梯形法，矩形法与 Simpson 法 


假定 fOO 是一个在 [a 內定义了的函数，以后如杲用到几次微商，便假定有 

几次 微商.我們用 Euler 求和公式来推出普通数値积分的梯形法、短形法与 Simpsoa 法. 

1. 梯形法 

在 Euler 索和公式中取 

f (ce 十尤左 - — V a^=0jb — n(^n 是自然数 ） • 


n 


如此則得 


S 

d<l^n 


a 


/旦 


a 


n 


n 


0 


f\a + x 


3 — 




dx H - /(jB) — 

2 


一 — /(a) + 
2 


3 


~ a ( n f 

广 u 尤一 


[x] 




2 /( 




換变数 oc 十 A ? 


jB — a 


n 


，記 y / = ; M a +zS - — ) 5 則得 


n 


n % yi + T (yo4 " yft)== 

n Jo \ n / 


也就是 


J5 — ct 



f CO ^ 


yi H - (ya + yn) 

2 


^3 


n 


⑴ 


这个武字說明，求积分的梯形法的誤差是可以用积分形式表出来的，現在把誤差表达彳辱更 


淸楚些，用分部积分可知 


n 


j6 一 a 




dx — 办 200f ( cc + A ： 


iB- 


— ) 


n 


0 


—且二^ 咖广 ( a ^. x 

n Jo \ n 


dx 


12 


(f(j3) —/'(a)) 


一 hM f (a 

n Jo \ 


x 


jB — <z 


dx 


n 


x SsZ^L) dx 


-i [ n r U 

12 ^ Jo \ 

— b 2 ^f L^ x £^ZJL)dx 

n Jo \ n / 

f J: ㈣ K 
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因此得出 


B 


a 


⑼厶—旦二^ 


n 



yi 


2 


(yo + y«) 


芦一 


^) 3 lo ( 




Q r \ a 


x ^JL ]dx% 

n 


( 2 ) 


梯形法佘項 (1) 須假定 fM 有一次微商，而 （2) 假定了 fix ) 有二次 微商， 梯形法佘項 


我們用 






a 




n 



y/ + + (y。+ y«)) 


来表它 . 


定理 L 如果 I 广 00! <M («<ir<i8 )， 則 


叫 < 


(j3 — a) l M 
12n l 


鉦.由 （2) 可知 


I 疋 I < £ I 咖)- 

<(¥ W : h w 


n 




ru 


X 


j5 — a 


n 


dx 


dx 


~ f ) 

定理 2. 如果 f f M 是单調递減非負函数，則 


dx 


(ff — a)^M 
~ 12^ 


lRtl< i^L fXaX 


証 . 由 （ 1) 及第二中値公式可知 


1^*1 = n g ") j 0 〜（尤）广 ( a + 怎 尽 、 a ) dx 


cs 


( 尽一 a 

\ n 


2 


r(a) 


( b\(jc)dx 

o 




由 


f bi(ae)dx 


< 


3 


可得定理 . 


如果积分的区間較苌，这估計比以前的好璧. 


2 . 矩形法 
取 


<pM 


2 J n 


a 


X * _ _ X 

2 ' 2 
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則得 


2] / u + 1， 

漏蚤 






jg —代 广》—蚤 


7 £7 hMf ( a + G + +) dx 


換变数 


幷記 


則得 


ct + (jc + - ^ ==» t 9 

yi+i = f (««)¥) 


n 


2 


yz +蚤 = •— 
0 P 


n 

- I f (/) dt 

— a J a 


i 3 


一 a 

n J — 


a 


\ 


hO) X 


命 




R 




{:卿卜 


代表矩形法的佘項，則 


Rr= -产 p ) 2 n 、 ⑽ (《 +g+ j) 1 —) ^ 




«* 




b^r (« + & + ♦) ^^)dx 


biix)f fa 


+ ( JC + 


一杳 


a 




n 


i)^) 

hMr(a + (尤 + +) d 


24 


(尸⑹ 一 /'(«)) — 



a 


»—2 


n 


&0) X 


m 


卽 


X r (a + (尤 + +) J^Z£L\ dx ^ 

一^ M -/ (匕 00 + 壶 ) r ( a + G + 含) ^T^) dx - 




xr (« + (；«： + +) An 


+ s ,x 


ce 


dx t 





定理 3. 如枭 i 广 oo I <M (cc < A ： < j 3)， 則 


HI < 


(jB — a) 3 M 


24^ 


t £. 由 (4) 可知 




fl—I i 

4 咖 )+5 


dx ^ 


<(1^, M n 


n 


£ biix ) 


+ 


24 


dx 


O -* 






定理 4. 如果 fo ) 是单調递減非負面数，則 


1艮1 < 

証.于 (3) 上用第二中値公式可知 


(]3 — a ) Y (^) 


Sn 


2 


Rr\ 


3 . Simpson 法 

命 


( j 3 — a) 2 fM 


n ： 


办 iOO dx 


< 


Q 3 - a)YM 

Sn 2 1 


Rj == - i - R r ， 

3 3 


則得 




f ( t ) dt 



而且 Simpson 公式的余項[由 (2) 与 (4)] 为 


¥) 1 :— 


36 


2bi{x 一 臺 ) 
3 


+ —) X f f ( a + x 泛二 - a - 
36/ V n 


2 bt I - - :: ™ 1 a + x --— ) dx • 

2 \ n 



如果 f ilv) M 存在，由分部积分可得 



— [ Um 

n Jd \ 


+ 2 心 U 


r (a + x^=^-]dx 

\ n 


此处用了 ^ s (0) = 0 5 b ： 


2 





a 


n 


+ 2^ I *r — -— )) f ’’ (a + x 

2 


jB — 


— a \ 
n / 


o 


■ 


jB — a 


_rt 


n 


6 4 0 O + 卜一上 

o \ \ 2 


f 


(1V )' a + 义 ——— )dx 

n 


dx » 


«111 ♦ 





jB — cc 


n 960 


(r(«) — /〃，(«) + 


3 


+ 2 〜 (AT - 音 ))(a 


X 


jB — a 


n 


㈡ (〜 w + 2 + 一 +) - i ) f(iv ) ( a + 


X 


芦 — 


n 


卽 


Rs 


JS 一 


3 


1 { bM + 2b ^ { x " 
X f( IV ) (a+x ^^]dx. 


2 


960 


X 


定理 5. 如果 I 严 ) OOI (cc<r<]8 )， 則 


鉦.由于 


，n 


0 


匕 00 + 2b, 


x ~^ t ) 


960 I 


dx 




X , AT 

24 12 24 720 


1 _(^ + l ) 4 


^ + i ) 


r f ) 2 

~ 12 


1 


360 960 


dx + 



2 


X' , x J X 

24 12 24 720 


ix-\y ^ ix - I) 


_ (欠一导 ) 2 

12 360 960 


dxj — n ( 


6 


6 


6 


180-2 6 180 *2 6 . 


故得定理 . 


定理 6. 如果 r\x) 是单調非負递減函数，則 


1^1 < fXa\ 


324n 3 


註.由 




0 


b 2 (x)dx 


I;(f 


丄) 


x 

— H ~ ~ ) = 0 

2 12 / 


及对0<,< 7 ’常有 


IJ: (咖 + 2〜 (.V 



dx 






\ ： (i- 

m-i 


u 
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X 


2 


x 
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dx 


dx 


f 
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_2 
一 V 


2 

4 
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由 




R 


(芦一 <0 3 


3 n s 




2b 


- f )) 


f 


芦一 


dx 


及第二中値公式可得 

(3 一 


\ R t \ (、匕:戸 - )3 广 ( g )|{:( 地) 


2 b - 


\)> 




卽得定理 6. 

附記 1. Euler 公式所包括的，实际上远不 Jt 以上的三个方法. 

附記 2. 这方法的优点在于我們能把余項(誤差)用积分形式表出.因之，我們可以用 


各神不同的方法迸行估計，而以上的把絕对値拿 
进去，把上界拿出来，这是最簡单的估計方法.它 
所給出的結果也就是替通书上所給岀的誤差.特 
別在处理具体問題时，应該根据被积分面数的特 
殊性，而对誤差項加以細致的处理.因而往往可 
能得到較佳的結果. 

例如有半径为及的圓柱体木料，欲切成与柱 
体等高而厚度为/的长方形木板，試求木材的利 
用率. 

显然，木材的利用率卽木料的橫切面的利用 
率.命 






i 2 ， 


則木板的橫切面的总面积为 

== 


㈣ 厂 

41 S h-2ljR 2 



在 Euler 公式中，命 






則 




i 1 dx 一 







由于 




因此废料的橫切面的总面积为 




由于 
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41 
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[ H ] 



X 




21 




^,21 Jr 2 — 




及 



得 




厶 iW 



=» j + /， 


7tR 2 — ^ 21 



1± 

4 


+ 21 


由第二中値公式可知 





I 2 + 4 /(/ + J) m 
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b\(jc)dx 
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又由 1 ㈣ <7得 
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[H] 


i 2 


x — 


dx 



x + ~j l z 


2 



X 


2 


l 2 


- 


2 


驴)， 


因此 


7tR 2 — ff<2l」R 


l 2 , l 

■ ■ ■ 1 11 N 

4 2 
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R 2 — ( A + ] l 2 
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21JR 2 —[X + 
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5 

8 


1 l4R 

2 


16 


得 


7tR 2 — ffd 」 R 2 
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41 


R 


2 


4R 2 ^ 1 

* — i ■ I ■■! ■ ■ 

l 2 16 


8 




数値 計算. 取尺 = 20 公分， 2.2 公分，則得 


兀及 2 — a < 12 — 528 % < 10 %， 


nR 


12-56 


故木材利用率大于90%. 
例 1. 試計算 


W 


f e^dx. 


要求精确到 0.0001. 

直接算出被积函数的四級微商之后，可知其四級微商的絕对値不超过 12. 取 》= 5 
用 Simpson 公式，由定理 5 可知 



- ； - Z 1 、 U ， 

180-(10) 4 

./ 八丄 U 

尤 0 = 

0 S 

yo ^ 

1.00000 

尤 5 = 


y % = 

0.36788 



和 = 

1*36788 

^ 1/2 = 

【 0.1 5 

yi /2 = 

0.99005 

^3/2 = 

= 03^ 

V 3/2 — 

0.91393 

欠 5/2 = 

: 0.5, 

ys /2 ~ 

0.77680 

^7/2 — 

0.7^ 

ym = 

0.61263 

文 m = 

1 0-9^ 

ym = 

0.44486 


和 = 3.74027 


• 335 , 




XI = 

= 0.2 ? 

yx 

= 0,96079 

X 2 = 

- 0.4 ? 

yi 

= 0.85214 


= 0-6， 


= 0.69768 


: 0.8, 

yi 

= 0.52729 


和 = 3,03790 

— (136788 + 2 X 3.03790 + 4 X 3.74027) = 0.746825 # 
30 


因此 


例 2. 


0,746813 <W < 0^746837. 

求7 = j * — dx m 
Jo X — x 


这一 ^ 积分的瑕点是 


0 •命 


I 




£ (1 


+ H~ x 2 + 尤 3 -h 


龙 4 ) log xdx + f ------ dx 

Jo 1 — X 


由分部积分法可知 


再由 Simpson 方法算取 




Ii — 一 1*46361 • * • 
5,得 

12占 一 0.18135. 


于是 


J — — 1.64496. 


現在来估計誤差，粗略估計有 |9 W OOI < 200,于是 


r 5 \ < 


1 200 


10 4 180 


0 . 00011 # 


ii + r 2 


故总的誤差在 一0.00013 与 +0.00013 之間，因此 

一 1.6452 < J < 一 1.6448, 
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